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Introduction
Le sujet central de cette the`se est l’e´tude de certaines proprie´te´s d’une classe de
varie´te´s analytiques complexes compactes : les varie´te´s de Moishezon. Ces dernie`res
sont particulie`rement inte´ressantes car elles forment la plus petite classe de varie´te´s
complexes stable par application bime´romorphe et contenant les varie´te´s projectives.
Il est bien connu depuis K. Kodaira que les varie´te´s projectives sont caracte´rise´es par
l’existence d’un fibre´ en droites ample ou de fac¸on e´quivalente d’un fibre´ en droites
muni d’une me´trique hermitienne a` courbure strictement positive. Le fil conducteur
de cette the`se est l’e´tude de l’existence ou de l’inexistence de fibre´s en droites ve´rifiant
des proprie´te´s de positivite´ faible sur les varie´te´s de Moishezon.
L’e´tude que nous avons faite est divise´e en deux parties : un point de vue ana-
lytique suivant et ge´ne´ralisant une de´marche pre´sente dans certains travaux de J.-P.
Demailly et Y.-T. Siu, et un point de vue plus alge´brique reposant sur l’utilisation
de la the´orie de Mori, de´marche pre´sente dans certains travaux de J. Kolla´r et T.
Peternell.
E´tude analytique
Cette e´tude a de´marre´ avec les travaux de J.-P. Demailly et Y.-T. Siu qui, re´pondant
a` une conjecture de H. Grauert et O. Riemenschneider, ont donne´ inde´pendamment
des conditions analytiques suffisantes (existence de fibre´s en droites a` courbure semi-
positive et ge´ne´riquement positive) pour qu’une varie´te´ complexe compacte soit de
Moishezon.
Une de nos motivations vient du fait qu’aucune de ces conditions n’est ne´cessaire,
comme le montre l’e´tude de constructions re´centes.
L’un des premiers re´sultats de cette the`se est de donner une caracte´risation an-
alytique des varie´te´s de Moishezon. Pour cela, nous montrons, et c’est le the´ore`me
principal de la premie`re partie de notre travail, que les ine´galite´s de Morse holomor-
phes de J.-P. Demailly se ge´ne´ralisent au cas d’un fibre´ en droites E muni d’une
me´trique singulie`re h au dessus d’une varie´te´ complexe compacte X . Nos ine´galite´s
donnent une estimation asymptotique de la dimension des groupes de cohomologie
a` valeurs dans les puissances tensorielles E⊗k, tordues par une suite de faisceaux
d’ide´aux Ik(h) naturellement associe´e aux singularite´s de la me´trique h : la suite des
faisceaux d’ide´aux multiplicateurs de Nadel. La pre´sence de ces faisceaux d’ide´aux
constitue le phe´nome`ne nouveau par rapport au cas ou` la me´trique est lisse. Comme
dans ce dernier cas, l’estimation fait intervenir des inte´grales de la courbure Θ(E).
Notre re´sultat est le suivant :
3
The´ore`me Si la me´trique h a des singularite´s analytiques, alors pour tout fibre´ F
de rang r et pour tout q compris entre 0 et n = dim(X), on a :
q∑
j=0
(−1)q−j dimHj(X,O(Ek ⊗ F )⊗ Ik(h)) ≤ r
kn
n!
∫
X(≤q,E)
(−1)qΘ(E)n + o(kn)
(avec e´galite´ si q = n), ou` X(≤ q, E) de´signe l’ouvert de X des points lisses de la
me´trique d’indice infe´rieur a` q.
Ce re´sultat est a` mettre en paralle`le avec la ge´ne´ralisation du the´ore`me de Kawa-
mata-Viehweg donne´e par A. Nadel.
Nous montrons ensuite, ge´ne´ralisant un re´sultat de S. Ji et B. Shiffman obtenu
inde´pendamment et simultane´ment au noˆtre, que les crite`res de J.-P. Demailly et
Y.-T. Siu deviennent, dans ce cadre plus souple, ne´cessaires et suffisants. Donnons
par exemple le :
The´ore`me Une varie´te´ compacte X de dimension n est de Moishezon si et seulement
s’il existe sur X un courant ferme´ T de bi-degre´ (1, 1) tel que :
(i) {T} ∈ H2(X,Z),
(ii) T =
i
pi
∂∂ϕ+ α, ou` ϕ est une fonction re´elle a` singularite´s analytiques et ou`
α est un repre´sentant C∞ de {T},
(iii)
∫
X(≤1,T )
T n > 0 ou` l’inte´grale est prise sur les points lisses du courant T .
Comme nous l’avons de´ja` mentionne´, ce type de crite`re a la proprie´te´ d’eˆtre in-
variant par morphisme bime´romorphe.
E´tude alge´brique
La deuxie`me partie de cette the`se consiste a` e´tudier en de´tail la classe des varie´te´s
de Moishezon dont le groupe de Picard est Z, et dont le fibre´ canonique KX est gros
(“big”).
Une de nos motivations provient d’un re´sultat de J. Kolla´r affirmant qu’en dimen-
sion 3, et sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, le fibre´ canonique est alors nume´riquement
effectif (nef). Il n’est donc pas possible de trouver dans cette classe des varie´te´s de
Moishezon de dimension 3 ne ve´rifiant pas les crite`res de J.-P. Demailly et Y.-T.
Siu. Nous montrons que ceci n’est plus vrai en dimension supe´rieure ou e´gale a` 4 en
construisant explicitement des exemples :
The´ore`me Pour tout entier n supe´rieur ou e´gal a` 4, il existe des varie´te´s de Moishe-
zon X, non projectives, de dimension n ve´rifiant :
(i) Pic(X) = Z, (ii) KX est gros, (iii) KX n’est pas nef.
La construction donnant ce re´sultat montre que les varie´te´sX obtenues deviennent
projectives apre`s un e´clatement le long d’une sous-varie´te´ isomorphe a` Pn−2.
4
Plus ge´ne´ralement, un re´sultat fondamental de B. Moishezon affirme qu’une varie´te´
de Moishezon peut eˆtre rendue projective apre`s une succession finie d’e´clatements le
long de sous-varie´te´s lisses. Ce re´sultat difficile ne donne malheureusement aucune
indication quant au choix explicite des sous-varie´te´s en question. Graˆce a` l’utilisation
de la ce´le`bre the´orie de Mori sur un mode`le projectif, nous avons e´tudie´ le centre de
l’e´clatement en toutes dimensions :
The´ore`me Soit X une varie´te´ de Moishezon (non projective) de dimension n,
avec Pic(X) = Z et KX gros. Supposons de plus que X est rendue projective apre`s
e´clatement le long d’une sous-varie´te´ Y lisse.
Alors, si KX n’est pas nef, on a dimY >
n− 1
2
.
En dimension 4, ce re´sultat peut eˆtre pre´cise´, y compris dans le cas ou` le fibre´
canonique est nef :
The´ore`me Soit X une varie´te´ de Moishezon (non projective) de dimension 4, avec
Pic(X) = Z et KX gros. Supposons de plus que X est rendue projective apre`s
e´clatement le long d’une sous-varie´te´ Y lisse.
Alors Y est ne´cessairement une surface. Autrement dit, et dans cette situation parti-
culie`re, il ne suffit pas d’e´clater une courbe pour “rentrer dans le monde projectif”.
Nous avons vu pre´ce´demment que KX n’est pas ne´cessairement nef a` partir de la
dimension 4. Le re´sultat suivant montre que l’exemple que nous avons construit est,
en un sens, le seul possible en dimension 4 dans le cas ou` KX n’est pas nef.
The´ore`me Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes et si KX n’est pas nef, alors le couple
(Y,NY/X) est isomorphe a` (P
2,OP2(−1)
⊕2).
Ces re´sultats pre´cis sont accessibles en dimension 4 car les contractions de Mori
ont e´te´ e´tudie´es par T. Ando, Y. Kawamata et M. Beltrametti. Nos re´sultats peuvent
eˆtre vus comme un premier pas vers une analyse du caracte`re non projectif des varie´te´s
de Moishezon de dimension supe´rieure ou e´gale a` 4 ; la situation en dimension 3 e´tant
maintenant assez bien comprise suite aux travaux de J. Kolla´r et T. Peternell.
Plan du texte
- le chapitre 1 est un chapitre de pre´liminaires ; il contient une description pre´cise
des motivations et des objets utilise´s dans le reste de la the`se. Nous y de´taillons en
particulier une de´monstration du the´ore`me de Siegel et donnons les constructions de
I. Nakamura et K. Oguiso montrant que les crite`res analytiques de J.-P. Demailly et
Y.-T. Siu ne sont pas ne´cessaires en ge´ne´ral.
- le chapitre 2 est consacre´ a` l’e´tude analytique. Nous rappelons les premiers
re´sultats lie´s aux me´triques singulie`res, e´nonc¸ons et de´montrons notre version des
ine´galite´s de Morse holomorphes. On en de´duit les caracte´risations analytiques des
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varie´te´s de Moishezon. Enfin, nous donnons une version alge´brique singulie`re des
ine´galite´s de Morse.
- le chapitre 3 est consacre´ a` l’e´tude alge´brique. Nous commenc¸ons par rappeler
le re´sultat de J. Kolla´r en dimension 3, puis nous faisons une e´tude des varie´te´s de
Moishezon a` groupe de Picard Z, a` fibre´ canonique gros et devenant projectives apre`s
un seul e´clatement de centre lisse et projectif. Nous obtenons une restriction sur
la dimension du centre de l’e´clatement. En dimension 4, cette restriction implique
que ce dernier est ne´cessairement une surface. Nous de´crivons alors notre exemple et
montrons qu’en dimension 4, cette construction est essentiellement la seule dans le
cas ou` le fibre´ canonique n’est pas nef.
Mentionnons que les chapitres 2 et 3 sont dans une large mesure inde´pendants et
peuvent eˆtre lus dans un ordre quelconque.
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Chapter 1
Pre´liminaires
Ce chapitre a pour but d’introduire les principales notions utilise´es par la suite, de
pre´senter les premie`res motivations en de´tail et de rappeler un certain nombre de
re´sultats auxquels nous nous re´fe´rons dans les chapitres suivants.
1.1 Quelques rappels de ge´ome´trie analytique com-
plexe
1.1.1 Varie´te´s, fibre´s vectoriels
Pre´cisons tout d’abord que dans toute cette the`se, et sauf mention explicite du con-
traire, le mot varie´te´ sera utilise´ pour de´signer une varie´te´ analytique complexe
non singulie`re suppose´e de plus connexe. Pour toutes les notions introduites ici, nous
renvoyons de fac¸on ge´ne´rale a` [G-H78].
Un fibre´ vectoriel complexe F au dessus d’une varie´te´ X est la donne´e d’une
varie´te´ F et d’une application pi : F → X de sorte qu’il existe un recouvrement de X
par des ouverts trivialisants Uα et des isomorphismes (appele´s trivialisations)
θα : pi
−1(Uα)→ Uα × C
r
respectant la structure d’espace vectoriel des fibres, i.e
θαβ(x, ξ) := θα ◦ θ
−1
β (x, ξ) = (x, gαβ(x)ξ)
ou` gαβ est une application holomorphe sur Uα ∩ Uβ a` valeurs dans le groupe des
matrices complexes inversibles de taille r. Nous notons ξx un point de F au dessus
du point x de X (i.e tel que pi(ξx) = x). L’entier r est le rang du fibre´ F . Si r = 1,
on parle de fibre´ en droites.
Un exemple important de fibre´ en droites est le fibre´ O(D) associe´ a` un diviseur
D sur X : si D est un diviseur irre´ductible donne´ sur Uα par l’e´quation fα = 0, le
fibre´ O(D) est le fibre´ associe´ au cocycle
gαβ =
fα
fβ
.
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Toutes les constructions d’alge`bre line´aire s’e´tendent aux fibre´s : dual, produit
tensoriel, produit exte´rieur. Ainsi, un exemple fondamental de fibre´ en droites sur
une varie´te´ X de dimension n est le fibre´ canonique de´fini par
KX := det(T
∗X) =
n∧
T ∗X,
ou` T ∗X de´signe le fibre´ cotangent, dual du fibre´ tangent holomorphe TX de X .
Un autre exemple important de fibre´ en droites est le fibre´ OPn(1) sur l’espace
projectif Pn : en associant a` un point [x] de Pn la droite Cx, on construit un sous-
fibre´ en droites du fibre´ trivial Pn × Cn+1 ; le dual de ce fibre´ en droites est par
de´finition le fibre´ OPn(1).
L’ensemble des fibre´s en droites, modulo isomorphisme, sur une varie´te´ X est
naturellement muni d’une structure de groupe pour le produit tensoriel : on l’appelle
groupe de Picard de X et on le note Pic(X). Mentionnons ici que nous identifions
suivant l’usage un fibre´ en droites E au faisceau inversible O(E) des germes de sections
holomorphes de E. La k-ie`me puissance tensorielle d’un fibre´ en droites E sera note´e
indiffe´remment E⊗k, Ek,O(kE) ou meˆme kE.
Un fibre´ vectoriel E peut eˆtre muni d’une me´trique hermitienne C∞, on parle
alors de fibre´ vectoriel hermitien et on note ge´ne´ralement h une telle me´trique : elle
correspond a` la donne´e d’une forme hermitienne sur chaque fibre Ex de E, de´pendant
de fac¸on C∞ de x.
Dans le cas particulier d’un fibre´ en droites, une me´trique hermitienne est donne´e
localement sur un ouvert trivialisant Uα par
h(ξx) = ||ξx||h := |ξ| exp(−ϕα(x))
(la fonction exp(−ϕα) est appele´e poids de la me´trique h dans la trivialisation θα)
ou` la fonction re´elle ϕα est de classe C
∞ sur Uα.
Lorsque le fibre´ tangent TX est muni d’une me´trique hermitienne, on dit que
la varie´te´ X est hermitienne. Comme il est d’usage, nous identifions toujours la
donne´e d’une me´trique hermitienne sur une varie´te´ X a` celle de la (1, 1) forme re´elle,
ge´ne´ralement note´e ω, qui lui est naturellement associe´e (ω est a` un facteur −2 pre`s la
partie imaginaire de la me´trique). Ainsi, une varie´te´ est ka¨hle´rienne si elle posse`de
une me´trique hermitienne pour laquelle ω est une forme ferme´e.
Une varie´te´ projective est une varie´te´ isomorphe a` une sous-varie´te´ ferme´e d’un
espace projectif PN .
Pour un fibre´ en droites hermitien (E, h), on note Θ(E) la (1, 1) forme de cour-
bure de (E, h) : c’est la forme re´elle de´finie globalement sur X et donne´e localement
par
Θ(E) =
i
pi
∂∂ϕα;
c’est aussi la courbure de la connexion de Chern du fibre´ hermitien E. La classe de
cohomologie de Θ(E) appartient a` H2(X,Z) et ne de´pend pas de la me´trique h ; c’est
la premie`re classe de Chern de E et elle est note´e c1(E). Remarquons qu’il n’y a pas
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de sens a` parler des valeurs propres de la forme de courbure, mais que la signature
de la courbure (i.e le nombre de “valeurs propres” nulles, strictement positives et
strictement ne´gatives) est une notion bien de´finie sans donne´e supple´mentaire. Par
exemple, le fibre´ OPn(1) muni de la me´trique induite de celle de C
n+1 est a` courbure
strictement positive : la forme de courbure est la me´trique de Fubini-Study de Pn.
1.1.2 The´ore`me de Kodaira
Nous sommes en mesure d’e´noncer maintenant le ce´le`bre the´ore`me de plongement de
Kodaira [Kod54] :
The´ore`me (K. Kodaira, 1954) Une varie´te´ compacte X est projective si et seule-
ment si elle posse`de un fibre´ en droites hermitien E a` courbure strictement positive.
Signalons e´videmment qu’un sens est aise´ : si une varie´te´ est projective, la re-
striction a` X du fibre´ OPN (1) muni de sa me´trique naturelle ayant pour courbure la
forme de Fubini-Study de PN donne le fibre´ souhaite´. L’autre sens consiste a` montrer
que pour k entier assez grand, il est possible de plonger X dans l’espace projectif
des hyperplans de H0(X,E⊗k), ou` H0(X,E⊗k) de´signe l’espace vectoriel des sections
holomorphes globales de E⊗k.
Rappelons ici qu’un fibre´ en droites pouvant eˆtre muni d’une me´trique a` courbure
strictement positive est dit ample.
C’est le the´ore`me de Kodaira que H. Grauert et O. Riemenschneider [GrR70] se
proposaient de ge´ne´raliser aux varie´te´s de Moishezon, varie´te´s que nous introduisons
dans le paragraphe suivant.
1.2 Quelques rappels sur les varie´te´s de Moishezon
Les varie´te´s de Moishezon sont, parmi les varie´te´s compactes, celles qui posse`dent
le “plus” de fonctions me´romorphes alge´briquement inde´pendantes. Cette de´finition
heuristique est justifie´e par le the´ore`me de Siegel que nous rappelons maintenant.
1.2.1 The´ore`me de Siegel
En 1955, C.L. Siegel de´montre le re´sultat suivant [Sie55] :
The´ore`me (C.L. Siegel, 1955) Si X est une varie´te´ compacte de dimension n,
alors X posse`de au plus n fonctions me´romorphes alge´briquement inde´pendantes.
La de´monstration originale de C.L. Siegel repose sur une application e´le´mentaire
du lemme de Schwarz. Il existe maintenant plusieurs de´monstrations diffe´rentes,
certaines ge´ne´ralisant cet e´nonce´ aux espaces complexes compacts. Nous en donnons
ici une preuve “moderne” dans le cas non singulier. Pour cela, nous utilisons un
re´sultat de P. Gauduchon [Gau77] : toute varie´te´ analytique complexe compacte de
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dimension n posse`de une me´trique hermitienne ω de classe C∞ et d’excentricite´ nulle,
i.e telle que ∂∂(ωn−1) = 0.
Commenc¸ons par montrer le lemme suivant :
Lemme Soit X une varie´te´ compacte que l’on munit d’une me´trique de Gauduchon
ω et soit x0 un point de X. Alors, il existe une constante C := C(X, x0, ω) telle
que pour tout fibre´ en droites hermitien (E, h) au dessus de X et pour toute section
holomorphe s de E non identiquement nulle, on ait :
mult (s, x0) ≤ C
∫
X
ωn−1 ∧Θ(E).
De´monstration
Soit r un re´el strictement positif fixe´ “petit” (de sorte qu’il existe une carte centre´e
en x0 et contenant la boule B(xo, r)). Alors, la multiplicite´ de s en x0 ve´rifie :
mult (s, x0) ≤
voln−1(Zs ∩ B(xo, r))
voln−1(Bn−1(xo, r))
+ o(r)
ou` voln−1 est le volume (n − 1)-dimensionnel mesure´ avec la me´trique ω, et ou` Zs
de´signe le lieu des ze´ros de s. En effet, la multiplicite´ de s en x0 est en fait e´gale a`
la limite de´croissante lorsque r tend vers 0 de la quantite´ du membre de droite de
l’ine´galite´. Comme X est compacte, on a a fortiori :
mult (s, x0) ≤ C voln−1(Zs) = C
∫
Zs
ωn−1.
Mais l’e´quation de Lelong-Poincare´ affirme que :
i
pi
∂∂ log ||s|| = [Zs]−Θ(E),
ou` [Zs] de´signe le courant d’inte´gration sur l’ensemble Zs. Comme ω
n−1 est ∂∂-ferme´e,
la formule de Stokes donne de suite :∫
Zs
ωn−1 =
∫
X
ωn−1 ∧Θ(E),
ce qui prouve le lemme.
Ce lemme implique le re´sultat suivant :
Proposition Soient X une varie´te´ compacte de dimension n, ω une me´trique de
Gauduchon sur X et E un fibre´ en droites hermitien au dessus de X. Alors :
(i) dimH0(X,E) ≤
(
n+p
n
)
ou` p est la partie entie`re de C
∫
X
ωn−1 ∧Θ(E) et ou` C
est la constante du lemme pre´ce´dent,
(ii) dimH0(X,E⊗k) ≤ A
(∫
X
ωn−1 ∧Θ(E)
)n
kn + o(kn), ou` A est une constante
inde´pendante de E et k.
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De´monstration
Il suffit de remarquer que
(
n+p
n
)
est la dimension de l’espace vectoriel des polynoˆmes
de n variables et de degre´ infe´rieur ou e´gal a` p : le lemme implique en effet que
l’application line´aire qui a` une section holomorphe de E associe son p-ie`me jet en x0
est injective, d’ou` le point (i). Le point (ii) est conse´quence du fait que la forme de
courbure du fibre´ (E⊗k, hk) est donne´e par Θ(E⊗k) = kΘ(E). On applique alors (i)
au fibre´ (E⊗k, hk).
Remarquons que la proposition pre´ce´dente affirme que la dimension de l’espace
vectoriel des sections holomorphes des puissances E⊗k d’un fibre´ en droites sur une
varie´te´ compacte de dimension n croˆıt au plus comme kn. Ce fait est bien classique et
nous avons estime´ la dimension en fonction d’inte´grales de courbure. Des estimations
bien plus pre´cises, valables pour la dimension de tous les groupes de cohomologie
seront donne´es par les ine´galite´s de Morse holomorphes de J.-P. Demailly dans le
paragraphe suivant.
De´monstration du the´ore`me de Siegel
L’argument est standard : soient (fi)1≤i≤N N fonctions me´romorphes alge´briquement
inde´pendantes sur X . Notons D la somme des diviseurs des poˆles des fi et O(D)
le fibre´ en droites associe´. Rappelons que H0(X,O(D)) est isomorphe a` l’espace
vectoriel des fonctions me´romorphes sur X ve´rifiant div(f) + D ≥ 0. Alors, si P
est un polynoˆme a` coefficients complexes en N variables, de degre´ total infe´rieur
ou e´gal a` k, la fonction me´romorphe P (f1, . . . , fN) est une section holomorphe de
O(kD), et comme les fi sont alge´briquement inde´pendantes, on a
(
N+k
N
)
telles sec-
tions line´airement inde´pendantes. De la` :
dimH0(X,O(D)⊗k) ≥
(
N + k
N
)
∼k→+∞
kN
N !
.
Avec la proposition, il vient N ≤ n.
1.2.2 E´clatements et varie´te´s de Moishezon
Nous commenc¸ons ce paragraphe par quelques rappels sur les e´clatements. Ces
derniers jouent un roˆle important dans la the´orie des varie´te´s de Moishezon et la
construction d’exemples explicites.
1.2.2.1 E´clatements
Une re´fe´rence standard est a` nouveau [G-H78].
Si X est une varie´te´, et Y une sous-varie´te´ de X de codimension supe´rieure ou e´gale a`
2, on construit une varie´te´ X˜ appele´e e´clatement de X le long de Y en remplac¸ant
les points de Y par l’espace des directions normales a` Y dans X .
On note ge´ne´ralement pi : X˜ → X l’e´clatement et E := pi−1(Y ) le diviseur
exceptionnel. La sous-varie´te´ Y est appele´e centre de l’e´clatement. Par con-
struction, pi induit un isomorphisme
pi|X˜\E : X˜\E → X\Y.
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Signalons que le centre de l’e´clatement Y peut eˆtre re´duit a` un point.
La restriction de pi au diviseur exceptionnel E munit E d’une structure de fibre´
en espaces projectifs au dessus de Y : plus pre´cise´ment, E est isomorphe a` P(N∗Y/X)
(projectivise´ en droites du fibre´ normal NY/X suivant la convention de Grothendieck).
De plus, le fibre´ normal NE/X˜ = O(E)|E est isomorphe au fibre´ OP(N∗Y/X)(−1).
Mentionnons aussi que le groupe de Picard de X˜ est e´gal a` pi∗ Pic(X)⊕Z · O(E).
Par exemple, le fibre´ canonique est donne´ par
KX˜ = pi
∗KX + (r − 1)O(E)
ou` r est la codimension du centre de l’e´clatement. Enfin, si Z est une sous-varie´te´ de
X , non incluse dans le centre de l’e´clatement Y , alors l’adhe´rence de pi−1(Z∩ (X\Y ))
dans X˜ est appele´e transforme´e stricte de Z. Si Z ′ est la transforme´e stricte de
Z, alors
pi|Z′ : Z
′ → Z
est l’e´clatement de Z ∩ Y dans Y .
Le re´sultat suivant, duˆ a` A. Fujiki et S. Nakano [FuN72] donne un crite`re pour
qu’un diviseur soit le diviseur exceptionnel d’un e´clatement ; ce crite`re est une exten-
sion du crite`re de Castelnuovo sur les surfaces. Nous l’utiliserons souvent lors de la
construction d’exemples explicites de varie´te´s de Moishezon non projectives.
The´ore`me (A. Fujiki, S. Nakano, 1972) Soit Z une varie´te´ et D une sous-
varie´te´ de Z de codimension 1. On suppose que D est isomorphe a` P(G) ou` G est un
fibre´ vectoriel sur une varie´te´ Y ; on note p : P(G) → Y la projection. On suppose
enfin que ND/Z est isomorphe a` OP(G)(−1).
Alors, il existe une varie´te´ Z ′ contenant Y comme sous-varie´te´ et une application
pi : Z → Z ′ de sorte que pi soit l’e´clatement de Z ′ le long de Y et que la restriction
de pi a` D soit e´gale a` p.
Notons qu’au vu de ce qui pre´ce`de, les hypothe`ses faites sur le diviseur D dans
cet e´nonce´ sont e´videmment ne´cessaires : ce crite`re remarquable montre qu’elles sont
suffisantes.
1.2.2.2 Varie´te´s de Moishezon
Le the´ore`me de Siegel motive les de´finitions suivantes :
De´finition Un fibre´ en droites sur une varie´te´ compacte de dimension n est dit
gros (big en anglais) si la dimension de l’espace vectoriel des sections holomorphes
globales de ses puissances E⊗k croˆıt exactement comme kn.
Remarque De fac¸on ge´ne´rale, pour un fibre´ en droites E sur une varie´te´ compacte
X , il existe un entier κ(E) tel que la dimension de H0(X,Ek) croˆıt comme kκ(E).
Cet entier (e´gal a` −∞ si tous les H0(X,Ek) sont nuls) est appele´ dimension de
Kodaira-Iitaka. Cet entier est infe´rieur ou e´gal a` la dimension de X , et selon ce qui
pre´ce`de, le fibre´ E est gros si et seulement si κ(E) = dimX .
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De´finition Une varie´te´ compacte de dimension n est de Moishezon si elle posse`de
exactement n fonctions me´romorphes alge´briquement inde´pendantes ou, de fac¸on
e´quivalente, si elle posse`de un fibre´ en droites gros.
Les premiers exemples de varie´te´s de Moishezon sont les varie´te´s projectives. En
particulier, toutes les courbes sont de Moishezon. En fait, le the´ore`me suivant, dif-
ficile et fondamental, montre qu’une varie´te´ de Moishezon n’est pas tre`s loin d’eˆtre
projective. Ce re´sultat est duˆ a` B. Moishezon [Moi67] :
The´ore`me (B. Moishezon, 1967) Une varie´te´ compacte est de Moishezon si et
seulement si elle peut eˆtre rendue projective apre`s un nombre fini d’e´clatements de
centres lisses. On peut meˆme choisir les centres projectifs.
Remarque Mentionnons de`s a` pre´sent que ce the´ore`me ne donne aucune me´thode
pour choisir les sous-varie´te´s le long desquelles il faut e´clater. Ce proble`me figure dans
une liste de 100 proble`mes ouverts en ge´ome´trie e´tablie par S. T. Yau [Yau93]. Nous
donnerons (modestement) quelques re´ponses dans cette direction dans la deuxie`me
partie de cette the`se.
Une conse´quence du the´ore`me pre´ce´dent est le the´ore`me de Chow-Kodaira : une
surface complexe compacte lisse est de Moishezon si et seulement si elle est projective.
En effet, on ne peut qu’e´clater des points en dimension 2. Or, de fac¸on ge´ne´rale, si
X est une varie´te´ compacte et si X˜ est la varie´te´ X e´clate´e au point x, alors X est
projective si et seulement si X˜ l’est (voir par exemple [Kle66]).
Ceci explique le fait que tous les exemples de varie´te´s de Moishezon qui figurent
dans notre travail sont de dimension supe´rieure ou e´gale a` 3. Le premier exemple de
varie´te´ de Moishezon non projective a e´te´ construit par H. Hironaka (voir par exemple
[Har77]). Nous donnons deux constructions dues a` I. Nakamura et K. Oguiso a` la fin
de ces pre´liminaires.
1.3 Les ine´galite´s de Morse de J.-P. Demailly
Nous rappelons ici les ine´galite´s de Morse holomorphes de J.-P. Demailly : on renvoie
a` [Dem85] pour la de´monstration de ce re´sultat.
Dans ce qui suit, X de´signe une varie´te´ compacte de dimension n et (E, h) un
fibre´ en droites hermitien sur X . Au couple (E, h), on associe pour tout entier q
compris entre 0 et n l’ouvert X(q, E) forme´ des points x de X pour lesquels Θ(E)(x)
posse`de exactement q valeurs propres strictement ne´gatives et n − q valeurs propres
strictement positives ; finalement on pose X(≤ q, E) = X(0, E) ∪ · · · ∪X(q, E).
Les ine´galite´s de Morse holomorphes donnent une estimation des groupes de co-
homologie a` valeurs dans les puissances tensorielles E⊗k en fonction d’inte´grales de
courbure sur X .
L’e´nonce´ pre´cis est le suivant :
The´ore`me (J.-P. Demailly, 1985) Pour tout q compris entre 0 et n, et si F est
un fibre´ vectoriel holomorphe de rang r sur X, on a :
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(i)
q∑
j=0
(−1)q−j dimHj(X,Ek ⊗ F ) ≤ r
kn
n!
∫
X(≤q,E)
(−1)qΘ(E)n + o(kn) (avec e´ga-
lite´ si q = n),
(ii) dimHq(X,Ek ⊗ F ) ≤ r
kn
n!
∫
X(q,E)
(−1)qΘ(E)n + o(kn).
Le point (i) est de´signe´ sous le nom plus pre´cis d’ine´galite´s de Morse fortes, alors
que le point (ii), qui est une conse´quence imme´diate de (i), est de´signe´ sous le nom
d’ine´galite´s de Morse faibles.
Ces ine´galite´s ont de nombreuses applications dont certaines tre`s re´centes : elles
sont utilise´es dans les travaux de J.-P. Demailly et Y.-T. Siu en direction de la con-
jecture de Fujita [Dem94], [Siu94].
En ge´ne´ral, ces ine´galite´s peuvent se substituer aux the´ore`mes d’annulation lorsque
la signature de la forme de courbure n’est pas constante. En particulier, J.-P. Demailly
les a utilise´es initialement pour renforcer un re´sultat de Y.T. Siu donnant un crite`re
analytique suffisant pour qu’une varie´te´ soit de Moishezon. Ces re´sultats fournissent
la solution a` la conjecture de H. Grauert et O. Riemenschneider [GrR70] :
The´ore`me (J.-P. Demailly, Y.T. Siu, 1985) Une varie´te´ compacte X est de
Moishezon de`s que X posse`de un fibre´ E en droites muni d’une me´trique hermitienne
lisse dont la forme de courbure Θ(E) ve´rifie l’une des conditions suivantes :
(i) Θ(E) est partout semi-positive et de´finie positive en au moins un point (“crite`re
de Siu”),
(ii)
∫
X(≤1,E)
Θ(E)n > 0 (“crite`re de Demailly”).
Les deux e´nonce´s de´coulent des ine´galite´s de Morse : elles impliquent dans les
deux cas que le fibre´ E est gros. Avant de commenter ce re´sultat, rappelons qu’un
fibre´ en droites E sur une varie´te´ compacte X est dit nume´riquement effectif (en
abre´ge´ nef) si pour toute me´trique hermitienne ω sur X et pour tout ε > 0, le fibre´ E
posse`de une me´trique lisse hε telle que Θhε(E) ≥ −εω. Cette notion a e´te´ introduite
par J.-P. Demailly, T. Peternell et M. Schneider [DPS94] et admet une formulation
e´quivalente sur les varie´te´s projectives : sur une varie´te´ projective X , un fibre´ en
droites est nef si et seulement si son intersection avec toute courbe de X est semi-
positive. Sur une varie´te´ quelconque, il peut ne pas y avoir de courbes, cependant il y
en a “suffisamment” sur une varie´te´ de Moishezon et Mihai Paun a e´tendu le re´sultat
pre´ce´dent a` ces dernie`res : sur une varie´te´ de Moishezon, un fibre´ en droites est nef
si et seulement si son intersection avec toute courbe est semi-positive [Pau95].
Remarque-exemple Un fibre´ en droites satisfaisant au crite`re de Siu est simul-
tane´ment gros et nef. Par ailleurs, des exemples de varie´te´s de Moishezon satisfaisant
les crite`res (i) et (ii) sont donne´s par les varie´te´s de Moishezon qui admettent un
morphisme ge´ne´riquement fini vers une varie´te´ projective.
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1.4 Exemples explicites
Nous donnons dans ce paragraphe deux constructions, l’une utilise´e par I. Nakamura
[Nak87] et J. Kolla´r [Kol91] et l’autre due a` K. Oguiso. Nous e´tudions en de´tail
la premie`re et expliquons plus brie`vement celle de K. Oguiso. Ces constructions
nous permettent de montrer qu’aucun des deux crite`res analytiques pre´ce´dents pour
qu’une varie´te´ soit de Moishezon n’est ne´cessaire : ces e´nonce´s n’admettent donc pas
de re´ciproque dans le cadre des fibre´s hermitiens a` me´trique lisse.
1.4.1 La premie`re construction
La construction qui suit exhibe une famille de varie´te´s de dimension 3 complexe de´pen-
dant d’un parame`tre entier m. L’origine de cette construction n’est pas tre`s claire ;
elle est utilise´e dans [Nak87] et mentionne´e dans [Kol91] §5. Une des motivations de
J. Kolla´r, lorsqu’il mentionne cet exemple, est de construire une varie´te´ de Moishezon,
dont le groupe de Picard est Z et dont le ge´ne´rateur gros du groupe de Picard est
d’auto-intersection ne´gative. En particulier, ce ge´ne´rateur n’est pas nef.
1.4.1.1 Construction explicite
La construction est tre`s simple : elle consiste a` e´clater P3 le long d’une courbe
contenue dans une quadrique, et a` contracter lorsque ceci est possible la transforme´e
stricte de la quadrique sur une courbe rationnelle lisse.
Soit donc Q ⊂ P3 une quadrique lisse, donne´e par exemple par l’e´quation ho-
moge`ne xy = zt, ou` [x : y : z : t] sont les coordonne´es homoge`nes sur P3. La
quadrique Q est isomorphe a` P1 × P1 et nous notons
L1 = {∗} × P
1 et L2 = P
1 × {∗}
les ge´ne´rateurs de H2(Q,Z) ≃ Z
∈. On a e´videmment
Li · Li = 0 et L1 · L2 = 1.
De plus, tout diviseur D de Q est nume´riquement caracte´rise´ par un couple d’entiers
(a, b) donne´ par l’intersection de D avec L1 et L2 :
(a, b) = (D · L1, D · L2) ∈ Z
2.
Ce couple est appele´ le type de D. Par exemple, le diviseur canonique KQ est de type
(−2,−2).
Affirmation Pour tous n et m entiers positifs, il existe une courbe lisse Cn,m incluse
dans Q et de type (n,m). Une telle courbe est de genre gn,m = (n− 1)(m− 1) et de
degre´ n +m.
Soit Cn,m une telle courbe. Nous e´clatons alors P
3 le long de Cn,m : on obtient
une varie´te´ projective X˜ , et un morphisme
pi1 : X˜ → P
3.
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Notons En,m le diviseur exceptionnel de l’e´clatement ; il est isomorphe a` P(N
∗
Cn,m/P3
).
Comme le groupe de Picard de P3 est Z, celui de X˜ est Z2. Si Q˜ de´signe la transforme´e
stricte de Q et L˜i celle de Li, alors Q˜ et L˜i sont respectivement isomorphes a` Q et
Li car Cn,m est incluse dans Q. De plus, le type du fibre´ normal NQ˜/X˜ de Q˜ dans X˜
est donne´ par l’affirmation suivante que nous de´montrons plus loin :
Affirmation On a NQ˜/X˜ · L˜1 = 2− n et NQ˜/X˜ · L˜2 = 2−m.
Comme cas particulier de l’affirmation pre´ce´dente, conside´rons le cas ou` n = 3.
La restriction a` L˜1 du fibre´ NQ˜/X˜ est alors isomorphe au fibre´ OP1(−1). Par le crite`re
de contraction de Fujiki-Nakano, il existe donc une varie´te´ Xm et une application
pi2 : X˜ → Xm
de sorte que pi2 soit l’e´clatement d’une courbe lisse rationnelle Cm, de fibre´ normal
projectivement trivial (e´gal a` OP1(−m)
⊕2) tel que le diviseur exceptionnel de pi2 est
exactement Q˜. Evidemment, Xm est bime´romorphiquement e´quivalente a` P
3 donc
est de Moishezon. De plus, le groupe de Picard de Xm est Z.
P3
Cm
Xm
pi1 pi2
L1
C3,m
Q
L2
X˜
Q˜
F˜
L˜1
L˜2
E3,m
E3,m
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Avant d’e´tudier plus en de´tail la varie´te´ Xm, de´montrons les deux affirmations
ne´cessaires a` sa construction.
De´monstration des affirmations
L’existence de Cn,m re´sulte du fait que O(n,m) = pr
∗
1O(n)⊗ pr
∗
2O(m) est tre`s
ample sur P1 × P1. Enfin, le calcul du genre est donne´ par la formule classique
2gn,m − 2 = Cn,m · (Cn,m +KQ).
Ici,
Cn,m · Cn,m = 2nm et Cn,m ·KQ = −2(n+m).
Ceci de´montre la premie`re affirmation.
Pour la deuxie`me, la suite exacte
0→ T Q˜ → TX˜|Q˜ → NQ˜/X˜ → 0
donne NQ˜/X˜ = KQ˜ −KX˜|Q˜ ou` KX˜ = pi
∗
1KP3 +O(En,m). De la` :
NQ˜/X˜ · L˜i = KQ˜ · L˜i − pi
∗
1KP3 · L˜i −O(En,m) · L˜i
= KQ · Li −KP3 · Li − Cn,m · Li.
Or, KQ = OP3(−2)|Q et KP3 = OP3(−4). Ceci conclut le calcul.
1.4.1.2 Deux proprie´te´s de Xm
Nous montrons ici que les crite`res de Demailly et Siu ne sont pas satisfaits pour
la varie´te´ de Moishezon Xm.
The´ore`me A La varie´te´ Xm ve´rifie les deux proprie´te´s suivantes :
(i) si m est strictement plus grand que 3, Xm ne posse`de pas de fibre´ en droites a`
la fois gros et nef, et donc ne satisfait pas au crite`re de Siu,
(ii) si m est strictement plus grand que 5, Xm ne posse`de pas de fibre´ en droites E
muni d’une me´trique hermitienne lisse h telle que la forme de courbure Θ(E) ve´rifie
: ∫
X(≤1,E)
Θ(E)3 > 0.
L’affirmation (i) est due a` J. Kolla´r, nous en donnons une preuve e´le´mentaire,
tandis que (ii) est nouveau a` notre connaissance.
De´monstration de (i)
Soit E un fibre´ holomorphe de rang 1 sur Xm, que l’on suppose non trivial (le
fibre´ trivial, bien que nef, n’est pas gros ! ). Il existe alors des entiers k et l tels que :
pi∗2E = pi
∗
1OP3(l)−O(kE3,m).
Comme L˜1 est une fibre de pi2, on a : pi
∗
2E · L˜1 = 0. On en de´duit la relation l = 3k
et donc
pi∗2E = k(3pi
∗
1OP3(1)−O(E3,m)),
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ou` k est un entier non nul. En particulier, si F˜ est une fibre non triviale de pi1 dans
X˜ , on a les nombres d’intersection suivants :
{
pi∗2E · L˜2 = k(3−m)
pi∗2E · F˜ = k
On en de´duit que pour m > 3, le fibre´ pi∗2E n’est pas nef (sinon son intersection avec
toute courbe serait positive ou nulle), et donc E n’est pas nef.
De´monstration de (ii)
Notons dans la suite OXm(1) le ge´ne´rateur du groupe de Picard de Xm tel que
pi∗2OXm(1) = pi
∗
1OP3(3)−O(E3,m).
Affirmation Le fibre´ canonique KXm est e´gal a` OXm(−2).
En effet, on a
KX˜ = pi
∗
2KXm +O(Q˜) = pi
∗
1OP3(−4) +O(E3,m)
par construction. Or,
O(Q˜) = pi∗1OP3(2)−O(E3,m),
d’ou` l’affirmation.
Affirmation Les espaces de sections holomorphes H0(Xm,OXm(k)) sont nuls pour
tout entier k < 0 et le fibre´ OXm(1) est gros.
Par invariance bime´romorphe des plurigenres, les groupes H0(Xm,OXm(k)) sont
nuls pour tout entier k strictement ne´gatif et pair. Comme Xm est de Moishezon
de groupe de Picard Z, Xm posse`de un fibre´ gros qui n’est donc pas OXm(−1), c’est
donc que OXm(1) est gros et que les H
0(Xm,OXm(k)) sont nuls pour tout entier k
strictement ne´gatif. Ceci de´montre l’affirmation.
Par dualite´ de Serre, on de´duit des deux affirmations pre´ce´dentes que les groupes
de cohomologie H3(Xm,OXm(k)) sont nuls pour tout entier k > −2.
Nous sommes maintenant en mesure de passer a` la preuve de (ii) proprement
dit : raisonnons par l’absurde et supposons que OXm(1) posse`de une telle me´trique.
D’apre`s les ine´galite´s de Morse holomorphes de J.-P. Demailly applique´es pour q = 1
au fibre´ hermitien (OXm(1), h), on a :
dimH0(Xm,OXm(k))− dimH
1(Xm,OXm(k)) ≥
1
6
(∫
X(≤1,E)
Θ(E)3
)
k3 + o(k3).
Comme les groupes de cohomologie H3(Xm,OXm(k)) sont nuls pour tout entier k >
−2, on a successivement :
18
c1(OXm(1))
3k
3
6
+ o(k3) =
3∑
i=0
(−1)i dimH i(Xm,OXm(k))
=
2∑
i=0
(−1)i dimH i(Xm,OXm(k))
≥ dimH0(Xm,OXm(k))− dimH
1(Xm,OXm(k))
≥
(∫
X(≤1,E)
Θ(E)3
)
k3
6
+ o(k3).
On en de´duit que c1(OXm(1))
3 ≥
∫
X(≤1,E)
Θ(E)3 > 0. Il suffit donc de montrer pour
obtenir la contradiction cherche´e que pour m > 5, on a c1(OXm(1))
3 ≤ 0. Or, cette
dernie`re quantite´ est aise´ment calculable :
Affirmation La quantite´ c1(OXm(1))
3 est e´gale a` 6−m.
En effet
c1(OXm(1))
3 = c1(pi
∗
1OP3(3)−O(E3,m))
3
= c1(OP3(3))
3 − 3
∫
E3,m
c1(pi
∗
1OP3(3))
2
+3
∫
X˜
c1(pi
∗
1OP3(3)) ∧ c1(O(E3,m))
2 − E33,m.
On a e´videmment c1(OP3(3))
3 = 27 et
∫
E3,m
c1(pi
∗
1OP3(3))
2 = 0.
Pour les deux termes restants, on commence par remarquer que c1(O(E3,m))|E3,m est
e´gale a` −ξ ou` ξ = c1(OP(N∗
C3,m/P
3
)(1)) de´signe la classe fondamentale de l’e´clatement.
On en de´duit que :∫
X˜
c1(pi
∗
1OP3(3)) ∧ c1(O(E3,m))
2 = −
∫
E3,m
pi∗1c1(OP3(3)) ∧ ξ
= −
∫
C3,m
c1(OP3(3))
= −3(3 +m),
la dernie`re e´galite´ venant du fait que C3,m est de degre´ 3+m dans P
3 (rappelons que
OP3(1)|Q = O(1, 1)). Finalement, il reste a` calculer E
3
3,m. Pour cela, rappelons que ξ
ve´rifie la formule fondamentale suivante :
ξ2 − pi∗1c1(N
∗
C3,m/P3
)ξ + pi∗1c2(N
∗
C3,m/P3
) = 0
qui se re´duit ici a` ξ2 − pi∗1c1(N
∗
C3,m/P3
)ξ = 0.
Il vient alors E33,m =
∫
E3,m
ξ2 =
∫
E3,m
pi∗1c1(N
∗
C3,m/P3
)ξ =
∫
C3,m
c1(N
∗
C3,m/P3
).
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Or la suite exacte :
0→ TC3,m → TP
3
|C3,m → NC3,m/P3 → 0
donne de suite :∫
C3,m
c1(N
∗
C3,m/P3
) =
∫
C3,m
c1(OP3(−4))− 2g3,m + 2 = −6 − 8m.
Il reste finalement :
c1(OXm(1))
3 = 27− 27− 9m+ 6 + 8m = 6−m.
Ceci ache`ve la preuve de l’affirmation et par suite celle du the´ore`me.
1.4.2 La construction de K. Oguiso
Pour ce paragraphe, la re´fe´rence est [Ogu94]. Dans cet article, K. Oguiso construit
une varie´te´ de Moishezon non projective, de dimension 3 et qui est de plus de Calabi-
Yau : ceci signifie que cette varie´te´ est simplement connexe et a` fibre´ canonique
trivial. Mettons en garde le lecteur sur l’usage fait ici de l’expression Calabi-Yau.
En effet, la varie´te´ en question n’est pas ka¨hle´rienne. Rappelons plus ge´ne´ralement
qu’un the´ore`me de B. Moishezon affirme que toute varie´te´ de Moishezon ka¨hle´rienne
est projective (voir le “survey” de T. Peternell [Pet95] pour une de´monstration rapide
de ce re´sultat).
Le re´sultat de K. Oguiso est le suivant :
The´ore`me (K. Oguiso, 1994) Il existe une varie´te´ de Moishezon Y , de dimension 3
et de Calabi-Yau telle que H2(Y,Z) = Pic(Y ) = Z · L ou` L satisfait L3 := c1(L)
3 = 0.
Autrement dit, la forme cubique d’intersection sur H2(Y,Z) est identiquement nulle.
Nous donnons dans la dernie`re partie de cette the`se une construction, diffe´rente de
celle d’Oguiso, permettant de retrouver ce re´sultat. Dans [Ogu94], K. Oguiso obtient
ce the´ore`me comme conse´quence du re´sultat suivant :
The´ore`me (K. Oguiso, 1994) Soit d un entier positif. Alors il existe une varie´te´
projective Xd de dimension 3, intersection comple`te d’une quadrique et d’une quar-
tique dans P5 et contenant une courbe rationnelle lisse Cd de degre´ d dont le fibre´
normal NCd/Xd est OCd(−1)
⊕2.
Montrons que ce dernier re´sultat implique le premier.
Soit donc Xd comme ci dessus et soit X˜d la varie´te´ projective obtenue en e´clatant
Xd le long de la courbe Cd. Un argument identique a` celui de´veloppe´ dans la con-
struction pre´ce´dente assure que l’on peut contracter le diviseur exceptionnel E ≃
Cd × P
1 = P1 × P1 dans l’autre direction : on note Yd la varie´te´ obtenue. Par
construction, Yd est de Moishezon, de Calabi-Yau et son groupe de Picard est Z.
Enfin, si OYd(1) est le ge´ne´rateur gros de Pic(Yd), on montre comme pre´ce´demment
20
que c1(OYd(1))
3 = 8− d3. Le premier re´sultat est de´montre´ en choisissant d = 2 i.e
Y := Y2.
Comme pour les varie´te´sXm pre´ce´demment construites, les varie´te´s Yd pour d supe´rieur
ou e´gal a` 2 ne satisfont pas les crite`res de Siu et Demailly.
Remarque Les varie´te´s Yd ont e´te´ obtenues apre`s une transformation birationnelle
classique en the´orie de Mori appele´e “flop”. Nous revenons sur ce type de construction
dans la deuxie`me partie de cette the`se.
1.4.3 Quelques commentaires
Ces pre´liminaires illustrent une partie des motivations de cette the`se. En effet, alors
que les deux constructions pre´ce´dentes montrent que les crite`res de J.-P. Demailly
et Y.-T. Siu ne sont pas ne´cessaires dans le cadre des fibre´s hermitiens munis d’une
me´trique C∞, nous montrons dans le deuxie`me chapitre de cette the`se que ces crite`res
deviennent ne´cessaires et suffisants dans le cadre plus souple des me´triques singulie`res.
Pour cela, nous e´tendons les ine´galite´s de Morse en autorisant un certain type de
singularite´s aux me´triques des fibre´s conside´re´s.
Remarquons ensuite que les constructions pre´ce´dentes donnent des exemples de
varie´te´s de Moishezon de dimension 3, de groupe de Picard Z avec respectivement
−KX gros et KX trivial. Une des motivations du dernier chapitre de cette the`se est
de re´pondre a` la question suivante : peut-on construire des exemples analogues avec
KX gros ? Un re´sultat de J. Kolla´r montre que ce n’est pas possible en dimension 3 :
nous montrons en revanche que de tels exemples existent en dimension supe´rieure.
Ceci nous conduira naturellement a` e´tudier la structure du centre de l’e´clatement
projectif donne´ abstraitement par le the´ore`me de Moishezon lorsque la varie´te´ devient
projective apre`s un e´clatement seulement.
21
22
Chapter 2
Ine´galite´s de Morse singulie`res
Le but central de ce chapitre est d’e´tendre les ine´galite´s de Morse holomorphes de
J.-P. Demailly au cas d’un fibre´ en droites E muni d’une me´trique singulie`re au
dessus d’une varie´te´ complexe compacte X . Ces ine´galite´s nous permettent ensuite
de caracte´riser analytiquement les varie´te´s de Moishezon. Enfin, nous donnons une
version alge´brique singulie`re de nos ine´galite´s de Morse.
2.1 Me´triques singulie`res
La notion de me´trique singulie`re pour des fibre´s en droites a e´te´ introduite par J.-P.
Demailly, A. Nadel et H. Tsuji. Nous commenc¸ons ce paragraphe en rappelant les
premie`res de´finitions et les exemples classiques. Une re´fe´rence est [Dem90].
2.1.1 Premie`res de´finitions
Soit X une varie´te´ et E un fibre´ en droites sur X . Une me´trique hermitienne sin-
gulie`re sur E est donne´e localement sur un ouvert trivialisant Uα par
h(ξx) = ||ξx||h := |ξ| exp(−ϕα(x))
ou` la fonction re´elle ϕα est seulement suppose´e localement inte´grable.
Cette dernie`re hypothe`se suffit a` donner encore un sens a` la notion de courbure
d’un tel fibre´ : en effet, on pose toujours Θ(E) :=
i
pi
∂∂ϕα ou` le ∂∂ est pris au sens des
distributions. L’objet ainsi de´fini n’est plus une forme C∞ mais un courant (appele´
courant de courbure) de bi-degre´ (1, 1). Le lemme de Dolbeault-Grothendieck e´tant
vrai pour les courants, la cohomologie de De Rham est calculable aussi bien avec les
courants qu’avec les formes et la classe de cohomologie du courant de courbure Θ(E)
est e´gale comme dans le cas lisse a` la premie`re classe de Chern du fibre´ E.
Exemples Les deux exemples suivants jouent un roˆle essentiel.
(i) Si D =
∑
αjDj est un diviseur de X et si gj est l’e´quation locale de Dj sur
un ouvert Uα, alors la fonction ϕα =
∑
αj log |gj| de´finit une me´trique singulie`re
naturelle sur le fibre´ en droites O(D) associe´ au diviseur D.
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Pour cette me´trique, l’e´quation de Lelong-Poincare´ est Θ(O(D)) = [D] ou` [D] de´signe
le courant d’inte´gration sur le diviseur D.
Remarquons que dans le cas ou` X est une courbe complexe et E le fibre´ tangent de
X , la construction pre´ce´dente donne une me´trique plate avec des masses de Dirac de
courbure : ce type de me´trique est bien connu en ge´ome´trie riemannienne sous le nom
de me´trique plate a` singularite´s coniques.
(ii) Soit E un fibre´ en droites sur une varie´te´ X et soient s1, . . ., sp des sections de
E⊗k. Alors,
||ξx||
2 :=
(
|θα(ξ)|
2
|θα(s1(x))|2 + · · ·+ |θα(sp(x))|2
)1/k
ou` θα est une trivialisation locale de E et E
⊗k, de´finit une me´trique singulie`re sur le
fibre´ E. La fonction ϕα est ici ϕα(x) =
1
2k
log(|θα(s1(x))|
2 + · · ·+ |θα(sp(x))|
2).
Comme dans le cas C∞, nous de´sirons pouvoir donner un sens a` l’expression “eˆtre
a` courbure positive ou strictement positive” pour un fibre´ en droites muni d’une
me´trique singulie`re.
Pour cela, rappelons qu’un courant T de bi-degre´ (1, 1) est positif si pour toutes
formes α1, . . ., αn−1 de type (1, 0) et C
∞ a` support compact, on a :
< T, iα1 ∧ α1 ∧ . . . ∧ iαn−1 ∧ αn−1 > ≥ 0,
ou` < ·, · > est la dualite´ entre les courants et les formes. On note alors T ≥ 0.
De meˆme, on dira qu’un courant T de bi-degre´ (1, 1) est strictement positif s’il
existe une me´trique ω hermitienne C∞ sur X telle que T − ω est un courant positif.
On note dans ce cas T > 0.
Nous introduisons alors la de´finition suivante :
De´finition Un fibre´ en droites muni d’une me´trique singulie`re est positif (respective-
ment strictement positif) si le courant de courbure associe´ est positif (respectivement
strictement positif).
En reprenant les notations de l’exemple ci-dessus, le fibre´ en droites O(D) muni
de sa me´trique singulie`re est positif si et seulement si le diviseur D est effectif (i.e tous
les coefficients αj sont positifs ou nuls). L’exemple (ii) de´finit toujours un courant
de courbure positif car une fonction de la forme ϕ = log
∑
|fj|
2 ou` les fj sont des
fonctions holomorphes est plurisousharmonique (en abre´ge´ psh).
2.1.2 Faisceaux d’ide´aux multiplicateurs de Nadel
L’e´tude d’un fibre´ en droites muni d’une me´trique singulie`re est facilite´e par l’utilisation
d’un outil pertinent associe´ aux singularite´s de la me´trique : il s’agit d’un faisceau
d’ide´aux introduit par A. Nadel.
De´finition Soit (E, h) un fibre´ en droites sur une varie´te´ X. On appelle “faisceau
multiplicateur de Nadel” le faisceau d’ide´aux I(h) des germes de fonctions holomor-
phes L2 par rapport au poids de la me´trique singulie`re, i.e l’ensemble des germes
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f ∈ OX,x tels que |f |
2 exp(−2ϕ) est inte´grable par rapport a` la mesure de Lebesgue
dans des coordonne´es locales au voisinage de x.
Plus ge´ne´ralement, si ϕ est une fonction re´elle sur un ouvert Ω, nous notons aussi
I(ϕ) le faisceau des germes f ∈ OΩ tels que |f |
2 exp(−2ϕ) est localement inte´grable.
La proprie´te´ essentielle satisfaite par ce faisceau d’ide´aux, due a` Nadel, est que si
ϕ est une fonction plurisousharmonique, alors I(ϕ) est un faisceau cohe´rent.
Avant de donner des exemples, mentionnons le re´sultat suivant qui ge´ne´ralise
le the´ore`me de Kawamata-Viehweg : il s’agit du the´ore`me d’annulation de Nadel
[Nad89] [Dem89].
The´ore`me d’annulation de Nadel Soit X une varie´te´ ka¨hle´rienne compacte, et
E un fibre´ en droites muni d’une me´trique singulie`re a` courbure strictement positive.
Alors, pour tout q ≥ 1, on a :
Hq(X,O(E +KX)⊗ I(h)) = 0.
Ce re´sultat montre que pour ge´ne´raliser un the´ore`me d’annulation dans le contexte
des fibre´s en droites munis de me´trique singulie`re, une bonne me´thode consiste a`
“tordre” la cohomologie du fibre´ par le faisceau de Nadel.
Donnons quelques exemples de faisceaux multiplicateurs, qui bien que tre`s simples
jouent un roˆle important.
Exemples
(i) Soit ϕ une fonction re´elle sur un ouvert Ω de Cn contenant l’origine. Si ϕ
est minore´e au voisinage de l’origine, alors pour tout x proche de 0, on a clairement
I(ϕ)x = OΩ,x. En particulier, si ϕ est continue sur Ω, alors I(ϕ) = OΩ.
(ii) Plac¸ons nous dans Cn au voisinage de l’origine et, pour α1, . . ., αp des re´els
positifs et k un entier naturel, posons :
ϕk(z) =
k
2
log(|z1|
2α1 + · · ·+ |zp|
2αp).
Alors, I(ϕk)Cn,0 est OCn,0-engendre´ par les
p∏
j=1
z
βj
j tels que :
p∑
j=1
βj + 1
αj
> k.
En particulier, si tous les αi sont e´gaux a` α, alors I(ϕk)Cn,0 est OCn,0-engendre´
par les
p∏
j=1
z
βj
j ou`
p∑
j=1
βj ≥ ⌊kα− p⌋+ 1
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(⌊x⌋ de´signe la partie entie`re du re´el x). Autrement dit, I(ϕk) = I
⌊kα⌋−p+1
Y ou` Y est
la sous-varie´te´ {z1 = · · · = zp = 0} et IY son ide´al annulateur.
(iii) Soit ϕ une fonction de la forme
∑
αj log |gj| ou` les αj sont des re´els positifs et
ou` les fonctions holomorphes gj sont telles que les Dj := g
−1
j (0) soient des diviseurs
irre´ductibles lisses se coupant transversalement (on dit alors que D =
∑
αjDj est
un diviseur lisse a` croisements normaux). Dans ce cas, le faisceau multiplicateur
I(ϕ) s’identifie au faisceau inversible de rang un O(−
∑
j⌊αj⌋Dj).
De´monstration
Le point (i) est trivial.
Pour (ii), il s’agit d’estimer l’inte´grale suivante sur un voisinage de 0 :
I :=
∫
D(0,ε)n
|
∑
aβz
β1
1 . . . z
βn
n |
2
(|z1|2α1 + · · ·+ |zp|2αp)k
dλ(z).
Le passage en coordonne´es polaires zj = ρje
iθj donne
I = (2pi)n
∑
|aβ|
2
∫
[0,ε]n
ρ2β1+11 · · ·ρ
2βn+1
n
(|ρ1|2α1 + · · ·+ |ρp|2αp)k
dρ1 . . . dρn,
puis
I = (2pi)n
∑
|aβ|
2 ε
2βp+1+2 . . . ε2βn+2
(2βp+1 + 2) . . . (2βn + 2)
∫
[0,ε]p
ρ2β1+11 · · · ρ
2βp+1
p
(ρ2α11 + · · ·+ ρ
2αp
p )k
dρ1 . . . dρp.
Par le changement de variables uj = ρ
αj
j , l’inte´grale ci-dessus est e´gale a`
∫
[0,ε]p
u
((2β1+2)/α1)−1
1 . . . u
((2βp+2)/αp)−1
p
(u21 + · · ·+ u
2
p)
k
du1 . . . dup,
Par homoge´ne´ite´, cette dernie`re inte´grale converge si et seulement si l’inte´grale
∫ ε
0
t2
∑p
j=1((βj+1)/αj )−p
t2k
tp−1 dt
converge, soit 2
p∑
j=1
β1 + 1
α1
− p− 2k + p− 1 > −1. Ceci donne bien la condition an-
nonce´e.
Pour le point (iii), il s’agit de de´terminer le crite`re pour qu’une fonction de la
forme
|f |2
|g1|2α1 . . . |gn|2αn
soit dans L1loc. Comme les gj fournissent des coordonne´es locales, et si pj de´signe
l’ordre d’annulation de f le long deDj = {gj = 0}, la condition ne´cessaire et suffisante
est que 2pj − 2αj > −2, soit pj ≥ ⌊αj⌋. Comme les sections du fibre´ O(−Dj)
s’identifient aux fonctions holomorphes s’annulant a` un ordre supe´rieur ou e´gal a` un
le long de Dj, le re´sultat en de´coule.
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2.2 Ine´galite´s de Morse singulie`res
Dans cette partie, nous e´nonc¸ons et de´montrons notre version singulie`re des ine´galite´s
de Morse holomorphes.
2.2.1 E´nonce´ du re´sultat principal
Dans tout ce qui suit, X de´signe une varie´te´ compacte et (E, h) un fibre´ en droites
sur X muni d’une me´trique singulie`re.
A (E, h), on associe pour tout entier k positif le faisceau d’ide´aux de Nadel donne´
par la me´trique singulie`re hk du fibre´ Ek ; il s’agit ici du faisceau des germes de
fonctions holomorphes f telles que |f |2 exp(−2kϕ) est L1loc (ou` exp(−ϕ) est le poids
local de h). Nous notons ce faisceau Ik(h).
Pour des raisons qui apparaitront plus loin, nous sommes contraints de n’accepter
qu’un certain type de singularite´s, que nous appelons “singularite´s analytiques”.
Plus pre´cise´ment, nous faisons l’hypothe`se suivante sur h (c’est-a`-dire localement sur
ϕ ) :
Hypothe`se (S) : la fonction ϕ s’e´crit localement :
ϕ =
c
2
log(
∑
λj|fj |
2) + ψ,
ou` les fj sont holomorphes, les λj sont des fonctions re´elles positives C
∞ sans ze´ros
communs, ψ est C∞ et c est un rationnel positif ou nul. Mentionnons que la somme∑
λj|fj |
2 peut posse´der une infinite´ de termes.
Cette hypothe`se implique que la fonction ϕ est quasi plurisousharmonique (ce
qui signifie que son hessien complexe est minore´ par une (1, 1)-forme a` coefficients
continus) et donc en particulier que le faisceau Ik(h) est un faisceau cohe´rent d’apre`s
le re´sultat de A. Nadel pre´ce´demment rencontre´.
En terme de courbure, l’hypothe`se (S) implique en particulier que le courant de
courbure Θ(E) =
i
pi
∂∂ϕ est quasi positif (c’est-a`-dire minore´ par une (1, 1)-forme a`
coefficients continus).
Remarque Signalons de`s maintenant que cette hypothe`se est “raisonnable” car
c’est pre´cise´ment par des fonctions ayant ce type de singularite´s que J.-P. Demailly
approche une fonction quasi plurisousharmonique quelconque [Dem92]. Ceci aura
une importance capitale dans les applications. Remarquons aussi que tous les ex-
emples rencontre´s jusqu’a` pre´sent satisfont l’hypothe`se (S). Nous renvoyons ici au
paragraphe 2.3.1 pour une discussion plus comple`te de l’origine de ce type de singu-
larite´s autorise´es.
Dans notre contexte, nous introduisons les notations suivantes :
Notations Le symbole X(q, E) de´signe l’ouvert deX forme´ des points x au voisinage
desquels ϕ est borne´e et Θ(E)(x) posse`de exactement q valeurs propres strictement
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ne´gatives et n − q valeurs propres strictement positives ; finalement et comme dans
le cas lisse X(≤ q, E) = X(0, E) ∪ · · · ∪X(q, E).
Notre re´sultat est le suivant :
The´ore`me B Soit (E, h) a` singularite´s analytiques sur une varie´te´ compacte X de
dimension n et soit F un fibre´ de rang r sur X. Alors pour tout q compris entre 0 et
n :
(i)
q∑
j=0
(−1)q−j dimHj(X,O(Ek ⊗ F )⊗ Ik(h)) ≤ r
kn
n!
∫
X(≤q,E)
(−1)qΘ(E)n + o(kn),
(avec e´galite´ si q = n),
(ii) dimHq(X,O(Ek ⊗ F )⊗ Ik(h)) ≤ r
kn
n!
∫
X(q,E)
(−1)qΘ(E)n + o(kn).
Comme dans le cas ou` la me´trique est lisse, le point (ii) est conse´quence imme´diate
du point (i).
Remarquons que comme dans le the´ore`me d’annulation de Nadel, le phe´nome`ne
nouveau par rapport au cas C∞ est la pre´sence des faisceaux d’ide´aux ; les groupes
de cohomologie que nous estimons sont les groupes de cohomologie a` valeurs dans les
grandes puissances de E, tordues par la suite des faisceaux multiplicateurs naturelle-
ment associe´e aux singularite´s de la me´trique.
Evidemment, si la me´trique est lisse, nous retrouvons les ine´galite´s de J.-P. De-
mailly car tous les Ik(h) sont e´gaux au faisceau structural OX . Cependant, mention-
nons de`s maintenant que notre de´monstration repose sur les ine´galite´s dans le cas C∞
!
2.2.2 De´monstration du the´ore`me B
2.2.2.1 Plan de la preuve
La de´marche suivie pour de´montrer nos ine´galite´s est la suivante :
a) apre`s e´clatement de X le long de sous-varie´te´s de´finies par les singularite´s de
h, on se rame`ne a` un fibre´ muni d’une me´trique lisse ; on peut alors appliquer les
ine´galite´s de Morse holomorphes dans le cas h lisse a` la varie´te´ obtenue X˜ ,
b) on relie les groupes de cohomologie sur X˜ a` ceux de X . Pour cela, nous e´tudions
le comportement des faisceaux multiplicateurs par rapport aux e´clatements en mon-
trant que les dimensions des groupes de cohomologie associe´s sont asymptotiquement
de meˆme dimension.
2.2.2.2 Re´duction au cas lisse
Commenc¸ons par expliquer la premie`re partie de la preuve.
Pour cela, il est bon de remarquer que l’hypothe`se (S) implique que les singularite´s
de la me´trique h sont localise´es le long d’un ensemble analytique, de´fini localement
par {x| ∀j, fj(x) = 0}. Comme nous l’avons vu dans les exemples, cet ensemble
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analytique n’est pas ne´cessairement irre´ductible et ses composantes irre´ductibles sont
en ge´ne´ral de dimension quelconque.
La re´duction au cas lisse consiste dans un premier temps a` se ramener a` une varie´te´
X˜ , obtenue en e´clatant X le long de centres lisses pi : X˜ → X de telle sorte que la
me´trique h˜ = pi∗h sur le fibre´ E˜ = pi∗E n’ait ses singularite´s qu’en codimension 1 (ou,
de fac¸on e´quivalente, de telle sorte que le faisceau I˜k(h˜) soit inversible).
Dans un deuxie`me temps, nous appliquerons les ine´galite´s de Morse dans le cas
lisse.
a) De´singularisation de Ik(h)
Pour rendre les faisceaux Ik(h) localement libres, l’ide´e (classique) est d’e´clater
l’ide´al “engendre´ par les fj”. Cependant, une difficulte´ apparaˆıt ici car la donne´e des
fj est locale sur X et la notion d’ide´al engendre´ par ces fonctions n’a donc pas de
sens a priori. Nous avons cependant la proposition suivante :
Proposition Il existe un faisceau d’ide´aux global J , qui co¨ıncide avec la cloˆture
inte´grale du faisceau d’ide´aux engendre´ par les fj sur chaque ouvert ou` ϕ s’e´crit
comme dans l’hypothe`se (S).
De´monstration
En effet, c’est un fait bien connu (re´sultant par exemple du the´ore`me de Brianc¸on-
Skoda [BSk74], voir aussi [L-T74]) que la cloˆture inte´grale du faisceau d’ide´aux en-
gendre´ par les fj est donne´e par :
Jx = {f ∈ OX,x ; ∃C > 0 , |f(z)| ≤ C exp(
1
c
ϕ(z)) au voisinage de x}.
Si maintenant ϕα et ϕβ de´signent les poids de la me´trique sur des ouverts trivialisants
Uα et Uβ , alors sur l’intersection Uα ∩ Uβ , on a ϕα = ϕβ + O(1). La caracte´risation
ci-dessus implique donc bien que J est de´fini globalement sur X .
Nous sommes en mesure de de´montrer la proposition suivante :
Proposition Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, il existe une varie´te´ X˜ et pi : X˜ → X
une compose´e d’un nombre fini d’e´clatements de centres lisses tels que le fibre´ E˜ :=
pi∗E muni de la me´trique singulie`re h˜ = pi∗h de poids local exp(−ϕ˜) ve´rifie la proprie´te´
suivante : pour tout x0 ∈ X˜, il existe des coordonne´es holomorphes w1, . . ., wn centre´es
en x0 et une fonction ψ˜ de classe C
∞ telles que :
ϕ˜(w) = c
∑
j
aj log |gj(w)|+ ψ˜(w)
ou` les aj sont des entiers positifs ou nuls et ou` les gj sont irre´ductibles dans OX˜,x0 et
de´finissent un diviseur lisse a` croisements normaux.
De´monstration
E´clatons l’ide´al J de sorte que l’image inverse pi−1J .OX′ soit un faisceau in-
versible. Par le the´ore`me d’aplatissement d’Hironaka [Hir75], on peut dominer cet
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e´clatement par une varie´te´ X˜ obtenue par une suite d’e´clatements de centres lisses
dans X , et l’image inverse de J est toujours inversible !
Mais alors, la me´trique image re´ciproque sur pi∗E est donne´e par
ϕ˜ =
c
2
log(
∑
(λj ◦ pi)|fj ◦ pi|
2) + ψ ◦ pi
=
c
2
log(|g|2) +
c
2
log(
∑
(λj ◦ pi)|hj|
2) + ψ ◦ pi
=
c
2
log(|g|2) + ψ˜,
ou` on a note´ g le ge´ne´rateur local du faisceau d’ide´aux engendre´ par les fj ◦ pi. Si la
de´composition de g en facteurs irre´ductibles dans OX˜,x0 s’e´crit : g =
∏
j
g
aj
j , on a le
re´sultat apre`s application du the´ore`me de de´singularisation d’Hironaka [Hir64] pour
rendre le diviseur de´fini par les gj a` croisements normaux.
Dans tout ce qui suit, les objets utilise´s sont ceux obtenus apre`s application de la
proposition pre´ce´dente.
Notons I˜k(h˜) le faisceau d’ide´aux des germes de fonctions holomorphes sur X˜
telles que |f |2e−2kϕ˜ est L1loc (c’est le faisceau multiplicateur de Nadel associe´ au fibre´
pi∗E). Si nous notons bj,k = ⌊cajk⌋ et D˜j le diviseur de´fini localement par gj = 0,
alors la de´termination du faisceau I˜k(h˜) rele`ve des exemples pre´ce´dents si bien que le
lemme suivant en de´coule :
Lemme Sous les conditions pre´ce´dentes, le faisceau d’ide´aux I˜k(h˜) s’identifie au
faisceau inversible de rang un O(−
∑
j bj,kD˜j).
b) Exemples
Illustrons ce qui pre´ce`de en reprenant les notations de l’exemple (ii) du 2.1.2. Dans
ces cas e´videmment simples, il n’est nul besoin d’appliquer les the´ore`mes d’Hironaka :
on explicite directement le choix des e´clatements !
Si on suppose que tous les αi sont e´gaux a` α, nous avons vu alors que I(ϕk) est e´gal
a` I
⌊kα⌋−p+1
Y ou` Y est la sous-varie´te´ de codimension p donne´e par {z1 = · · · = zp = 0}.
Si p = 1, le faisceau d’ide´aux est de´ja` inversible, sinon e´clatons Cn le long de Y .
L’expression de la nouvelle me´trique est donne´e dans la premie`re carte par
ϕ˜(w) = α log(|w1|) +
1
2
log(1 + |w2|
2α + · · ·+ |wp|
2α)
si bien que I˜(ϕk) = O(−⌊kα⌋D) ou` D est le diviseur exceptionnel de l’e´clatement.
Il suffit donc dans ce cas d’un e´clatement en codimension p pour obtenir le re´sultat
souhaite´.
De meˆme, si α est un entier positif et si ϕ(z) =
1
2
log(|z1|
2 + |z2|
2α) dans Cn, il
faut cette fois α e´clatements en codimension 2.
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En effet, e´clatons Cn le long de {z1 = z2 = 0}. L’expression de la nouvelle me´trique
est donne´e dans la premie`re carte par
ϕ˜(w) = log(|w1|) +
1
2
log(1 + |w1w2|
2α)
qui est de la forme voulue alors qu’on obtient dans la deuxie`me carte
ϕ˜(w) = log(|w2|) +
1
2
log(|w1|
2 + |w2|
2(α−1)).
On e´clate alors dans la deuxie`me carte le long de {w1 = w2 = 0}. En re´pe´tant ce
proce´de´ α fois, on obtient une me´trique de la forme souhaite´e en tout point.
De´crivons le faisceau d’ide´aux obtenu : pour tout j compris entre 1 et α, notons Dj
la transforme´e stricte dans X˜ du diviseur exceptionnel du j-ie`me e´clatement. Alors
Dj et Dj+1 se coupent transversalement et on a I˜k(ϕ˜) = O(−kD) ou` D de´signe le
diviseur a` croisements normaux D =
α∑
j=1
jDj .
c) Ine´galite´s de Morse sur X˜
On montre maintenant comment appliquer les ine´galite´s de Morse holomorphes
dans le cas C∞ sur X˜ au fibre´ en droites E˜ = pi∗E muni de la me´trique image
re´ciproque. Pour cela, nous devons montrer que (E˜)k ⊗ I˜k(h˜) peut essentiellement
s’e´crire comme la k-ie`me puissance tensorielle d’un fibre´ en droites hermitien fixe.
Notons c =
u
v
et supposons que k = vk′ est un multiple du de´nominateur de c.
Comme bj,k = cajk, le faisceau multiplicateur I˜k(h˜) est e´gal au faisceau inversible
O(−k′D˜) ou` D˜ = u
∑
j
ajD˜j.
Avec ces notations, on a la :
Proposition Notons Eˆ le fibre´ E˜v ⊗O(−D˜). Alors :
(i) pour tout k = vk′, on a (Eˆ)k
′
= E˜k ⊗ I˜k(h˜),
(ii) la me´trique hermitienne sur Eˆ, produit de la me´trique h˜v et de la me´trique
singulie`re naturelle sur O(−D˜), est une me´trique hermitienne C∞. De plus, et en
dehors des singularite´s de la me´trique h˜, on a l’e´galite´ Θ(Eˆ) = vΘ(E˜) = pi∗Θ(E).
De´monstration
Le point (i) est e´vident. Pour le point (ii), la me´trique produit naturelle est donne´e
localement par le poids χ˜(z) = vφ˜(z)−
n∑
j=1
uaj log |gj| = vψ˜(z). Ainsi, cette me´trique
est lisse et l’e´galite´ de courbure de´coule de suite du fait que ∂∂ log |gj| = 0 la` ou` gj
ne s’annule pas.
Cette proposition nous permet d’estimer les groupes de cohomologie qui nous
inte´ressent :
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Proposition On a pour tout k :
q∑
j=0
(−1)q−j dimHj(X˜,O(E˜k ⊗ F˜ )⊗ I˜k(h˜)) ≤ r
kn
n!
∫
X(≤q,E)
(−1)qΘ(E)n + o(kn)
ou` l’inte´grale est prise sur les points lisses de la me´trique de E.
32
De´monstration
D’apre`s la proposition pre´ce´dente, on peut appliquer les ine´galite´s de Morse de
Demailly au fibre´ Eˆ, si bien que pour k = k′v, on a :
q∑
j=0
(−1)q−j dimHj(X˜,O(E˜k ⊗ F˜ )⊗ I˜k(h˜)) ≤ r
k′n
n!
∫
X˜(≤q,Eˆ)
(−1)qΘ(Eˆ)n + o(k′n).
Relions alors l’inte´grale de courbure sur X˜ a` une inte´grale de courbure sur X .
Comme Θ(Eˆ) = vΘ(E˜) sur les points lisses de la me´trique de E˜ si k = k′v, on a
k′n
∫
X˜(≤q,Eˆ)
Θ(Eˆ)n + o(k′n) = kn
∫
X˜(≤q,E˜)
Θ(E˜)n + o(kn).
Notons alors S la re´union des diviseurs exceptionnels de pi : X˜ → X ; S est ne´gligeable
pour la mesure de Lebesgue et on a
∫
X˜(≤q,E˜)
Θ(E˜)n =
∫
X˜(≤q,E˜)\S
Θ(E˜)n =
∫
X˜(≤q,E˜)\S
Θ(pi∗E)n
=
∫
X˜(≤q,E˜)\S
pi∗(Θ(E)n) =
∫
X(≤q,E)\pi(S)
Θ(E)n
=
∫
X(≤q,E)
Θ(E)n.
On a donc pour les entiers k multiples d’un entier fixe :
q∑
j=0
(−1)q−j dimHj(X˜,O(E˜k ⊗ F˜ )⊗ I˜k(h˜)) ≤ r
kn
n!
∫
X(≤q,E)
(−1)qΘ(E)n + o(kn)
ou` l’inte´grale est prise sur les points lisses de la me´trique de E.
Pour terminer cette preuve, il suffit de montrer que l’estimation pre´ce´dente est
valable sans restriction sur k.
En reprenant les notations du lemme et en posant c =
u
v
, on a, pour k = k′v + r
bj,k = uajk
′ + r′
ou` r′ ne prend qu’un nombre fini de valeurs entie`res. On en de´duit alors
E˜k ⊗ F˜ ⊗O(−
∑
j
bj,kDj) = (E˜
v)k
′
⊗ E˜r
′
⊗ F˜ ⊗O(−k′u
∑
j
ajDj)⊗O(−r
′
∑
j
Dj)
= (E˜v)k
′
⊗O(−k′u
∑
j
ajDj)⊗ Fˆr′.
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On raisonne alors comme pre´ce´demment : on munit Fˆr′ d’une me´trique lisse quel-
conque tandis que (E˜v)k
′
⊗O(−k′u
∑
j ajDj) est muni de la me´trique lisse naturelle
donne´e localement par vψ˜(z). Ceci de´montre la proposition.
2.2.2.3 Lien entre cohomologie sur X˜ et cohomologie sur X
Pour achever la preuve du the´ore`me B, il reste a` relier les groupes
Hq(X˜,O(E˜k ⊗ F˜ )⊗ I˜k(h˜))
de la proposition pre´ce´dente et les
Hq(X,O(Ek ⊗ F )⊗ Ik(h))
qui nous inte´ressent directement. Nous adoptons ici une de´marche un peu diffe´rente
de celle de notre travail [Bo93b].
SoientX une varie´te´ compacte et µ : X ′ → X l’e´clatement deX le long d’une sous-
varie´te´ lisse Y . Soit E un fibre´ en droites sur X , muni d’une me´trique hermitienne
singulie`re h de poids local exp(−ϕ). On note Ik(ϕ) le faisceau multiplicateur associe´
a` la me´trique sur Ek. Soit enfin F un fibre´ vectoriel sur X . Nous montrons dans ce
paragraphe la proposition suivante :
Proposition Supposons qu’au voisinage de tout point du diviseur exceptionnel de µ,
la fonction ϕ ◦ µ s’e´crive :
ϕ ◦ µ = α log |f |+ ψ,
ou` α est strictement positif, f de´signe une e´quation locale du diviseur exceptionnel de
µ et ψ est une fonction psh.
Alors, si kα > 1, on a pour tout entier q ≥ 0 :
Hq(X ′, KX′ ⊗ µ
∗(Ek ⊗ F )⊗ Ik(ϕ ◦ µ)) ≃ H
q(X,KX ⊗ E
k ⊗ F ⊗ Ik(ϕ)).
Commentaires Nous ne supposons plus dans ce dernier re´sultat que la me´trique
est a` singularite´s analytiques, ni que les faisceaux Ik(ϕ ◦ µ) sont inversibles. Le
point important est que l’hypothe`se faite sur l’e´criture de ϕ ◦µ est automatiquement
satisfaite si ϕ est a` singularite´s analytiques et le centre de l’e´clatement Y est inclus
dans le lieu singulier de la me´trique.
La fin de la de´monstration de nos ine´galite´s de Morse se conclut par applica-
tion re´pe´te´e de cette proposition aux e´clatements successifs dont pi : X˜ → X est la
compose´e.
Avant de de´montrer la proposition, mentionnons le proble`me suivant :
Question Si les singularite´s de ϕ sont quelconques, a-t-on toujours
dimHq(X ′, KX′⊗µ
∗(Ek⊗F )⊗Ik(ϕ◦µ)) = dimH
q(X,KX⊗E
k⊗F⊗Ik(ϕ))+o(k
n)?
De´monstration de la proposition
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Elle repose tout d’abord sur le fait que les faisceaux de Nadel se comportent bien
par image directe. De fac¸on pre´cise, si (E, h) est un fibre´ en droites muni d’une
me´trique singulie`re au dessus d’une varie´te´ X , et si µ : X˜ → X est une modification,
alors [Dem94]
µ∗(KX˜ ⊗ I(µ
∗h)) = KX ⊗ I(h).
E´videmment, ceci ne suffit pas pour de´montrer qu’il y a isomorphisme en cohomolo-
gie : l’obstruction est mesure´e par les images directes supe´rieures. Ainsi, il suffit de
montrer, graˆce au the´ore`me de Leray, que pour tout entier q ≥ 1 et pour tout k assez
grand,
Rqµ∗(KX′ ⊗ Ik(ϕ ◦ µ)) = 0.
On note r la codimension de Y , centre de l’e´clatement.
Dans ce cas, le faisceau q-ie`me image directe supe´rieure Rqµ∗(KX′⊗Ik(ϕ ◦µ)) est un
faisceau a` support dans Y , la fibre au dessus d’un point y de Y e´tant e´gale a` :
Fk,y = lim−→
y∈U
Hq(µ−1(U), (KX′ ⊗ Ik(ϕ ◦ µ))|µ−1(U)),
ou` la limite porte sur les voisinages U de y dans X .
Soit donc U un ouvert de Stein voisinage de y et soit ω une me´trique hermitienne
sur X ′. Il s’agit de montrer que pour toute forme u de type (n, q) sur µ−1(U), a`
coefficients localement L2 satisfaisant :
(i) ∂u = 0,
(ii) I :=
∫
µ−1(U)
|u|2 exp(−2kϕ ◦ µ)dVω < +∞,
il existe une forme v de type (n, q − 1) a` coefficients localement L2 satisfaisant :
(i)’ ∂v = u,
(ii)’
∫
µ−1(U)
|v|2 exp(−2kϕ ◦ µ)dVω < +∞.
Re´soudre un tel proble`me est en ge´ne´ral possible graˆce aux estimations L2 de Ho¨rmander.
La difficulte´ ici est que la fonction kϕ ◦ µ n’est pas strictement psh au voisinage du
diviseur exceptionnel D de l’e´clatement. C’est exactement ici que nous utilisons
l’hypothe`se faite sur ϕ. En effet, l’e´galite´
ϕ ◦ µ = α log |f |+ ψ
se traduit par :
Ik(ϕ ◦ µ) = O(−⌊kα⌋D)⊗ I (kψ + (kα− ⌊kα⌋) log |f |)) .
Il s’agit alors de montrer l’annulation des groupes
Hn,q
(
µ−1(U),O(−⌊kα⌋D)⊗ I(kψ + (kα− ⌊kα⌋) log |f |
)
,
autrement dit de re´soudre le proble`me du ∂ :
(i)’ ∂v = u,
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(ii)’
∫
µ−1(U)
|v|2 exp(−2kψ)dVω < +∞,
pour des (n, q) formes a` valeurs dans le fibre´ O(−⌊kα⌋D). Or, le fibre´ O(−D)|D =
OD(1) est strictement positif sur les fibres de l’e´clatement. On peut donc munir
O(−⌊kα⌋D) d’une me´trique a` courbure strictement positive au voisinage du di-
viseur exceptionnel, et comme ψ peut eˆtre suppose´e strictement psh en dehors de
D, nous sommes maintenant dans les hypothe`ses d’application des estimations L2 de
Ho¨rmander.
2.3 Caracte´risations analytiques des varie´te´s de
Moishezon
Dans la ligne´e des conditions suffisantes donne´es par Y.-T. Siu et J.-P. Demailly pour
caracte´riser les varie´te´s de Moishezon, nous montrons la caracte´risation suivante :
The´ore`me C Une varie´te´ compacte X de dimension n est de Moishezon si et seule-
ment si il existe sur X un courant T ferme´ de bidegre´ (1, 1) tel que :
(i) {T} ∈ H2(X,Z),
(ii) T =
i
pi
∂∂ϕ+ α, ou` ϕ est une fonction re´elle a` singularite´s analytiques et ou`
α est un repre´sentant C∞ de {T},
(iii)
∫
X(≤1,T )
T n > 0 ou` l’inte´grale est prise sur les points lisses du courant T .
L’ide´e de donner une caracte´risation analytique des varie´te´s de Moishezon en terme
de courant de courbure est aussi pre´sente dans un travail de S. Ji et B. Shiffman [JiS93]
simultane´ au noˆtre. Nos ine´galite´s permettent ainsi de de´montrer le re´sultat suivant :
The´ore`me D [JiS93], [Bo93b] Une varie´te´ compacte X de dimension n est de
Moishezon si et seulement si il existe sur X un courant T ferme´ de bidegre´ (1, 1) tel
que :
(i) {T} ∈ H2(X,Z),
(ii) le courant T est strictement positif (i.e minore´ par une (1, 1)-forme C∞ her-
mitienne).
Ces deux e´nonce´s fournissent l’extension naturelle aux varie´te´s de Moishezon du
the´ore`me de plongement de Kodaira pour les varie´te´s projectives.
Avant de de´montrer les re´sultats ci-dessus, nous rappelons deux re´sultats sur les
courants.
2.3.1 Deux rappels
Il est bien connu [G-H78] que la seule obstruction pour qu’une (1, 1)-forme ferme´e
re´elle C∞ soit la forme de courbure d’un fibre´ en droites hermitien est que sa classe
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de cohomologie soit entie`re, i.e appartienne a` H2(X,Z). Nous montrons dans la
proposition suivante que ce re´sultat persiste pour les courants quasi positifs :
Proposition Soit T un courant quasi-positif ferme´, de bi-degre´ (1, 1) dont la classe
de cohomologie {T} est dans H2(X,Z).
Alors, il existe un fibre´ en droites E muni d’une me´trique singulie`re dont le courant
de courbure est e´gal a` T .
De´monstration
Elle suit la de´monstration du cas C∞ [S-S85]. On recouvre la varie´te´ X par des
ouverts de Stein contractiles dont les intersections mutuelles sont elles aussi contrac-
tiles. Sur chaque ouvert Uα, on e´crit T =
i
pi
∂∂ϕα. Comme T est quasi positif, les
fonctions ϕα sont quasi plurisousharmoniques, donc localement inte´grables (c’est le
seul point qui diffe`re du cas C∞).
De la`, on e´crit successivement ϕαβ := ϕβ − ϕα sur l’intersection Uα ∩ Uβ, puis
i(∂ − ∂)ϕαβ = 2piduαβ.
Les fonctions cαβγ := uβγ − uαγ + uαβ sont constantes. Comme {T} est entie`re, la
classe {cαβγ} l’est aussi. Il existe donc une 1-coˆchaine a` coefficients re´els {bαβ} telle
que :
cαβγ + bβγ − bαγ + bαβ = mαβγ ∈ Z.
On pose alors :
gαβ := exp(ϕαβ + 2ipi(uαβ + bαβ)).
Les gαβ sont holomorphes sans ze´ro et forment un cocycle : on note E le fibre´ en
droites associe´. Comme
|gαβ| exp(−ϕα) = exp(−ϕβ),
les poids exp(−ϕα) de´finissent une me´trique singulie`re sur E dont le courant de
courbure est T .
Comme nos ine´galite´s de Morse supposent que la me´trique est a` singularite´s ana-
lytiques, nous avons besoin d’un re´sultat d’approximation permettant de s’y ramener.
De fac¸on ge´ne´rale, e´tant donne´ un courant ferme´ T sur une varie´te´ compacte, c’est un
proble`me classique que de vouloir le re´gulariser dans la meˆme classe de cohomologie.
Malheureusement, il n’est pas possible en ge´ne´ral de re´gulariser C∞ tout en perdant
aussi peu de positivite´ que souhaite´. L’obstruction a` le faire est mesure´e par les
nombres de Lelong du courant. Pour ne pas perdre de positivite´, on re´gularise en
autorisant des singularite´s analytiques. Le re´sultat que nous utilisons est le the´ore`me
d’approximation des courants de J.-P. Demailly [Dem92] :
The´ore`me (J.-P. Demailly, 1992) Soit T un courant ferme´ de bi-degre´ (1, 1) de
sorte que T ≥ α ou` α est une (1, 1) forme C∞. Alors pour toute me´trique hermitienne
ω de classe C∞ sur X, il existe une suite de courants Tε telle que :
(i) {Tε} = {T},
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(ii) Tε tend (faiblement) vers T lorsque ε tend vers 0,
(iii) Tε ≥ α− εω,
(iv) Tε = i∂∂ϕε + β, ou` ϕε est une fonction re´elle a` singularite´s analytiques et ou`
β est un repre´sentant C∞ de {T}.
Il n’est pas question ici de donner la de´monstration de ce re´sultat, mais pour
e´clairer le lecteur, mentionnons la premie`re e´tape de la de´monstration, qui est une
version locale du re´sultat :
Proposition Soit ϕ une fonction psh dans la boule unite´ B de Cn. Pour k entier
positif, notons H(kϕ) l’espace de Hilbert de´fini de la fac¸on suivante :
H(kϕ) = {f ∈ O(B) |
∫
B
|f |2 exp(−2kϕ)dλ < +∞}.
Soit enfin (σj,k)j une base orthonorme´e de H(kϕ). Alors la suite de fonctions
ϕk :=
1
2k
log(
∑
j
|σj,k|
2)
converge vers ϕ simplement et dans L1loc lorsque k tend vers +∞.
La difficulte´ du the´ore`me re´side dans le recollement des diverses approximations
locales donne´es par la proposition pre´ce´dente. Les fonctions λj figurant dans la
de´finition de l’hypothe`se S proviennent essentiellement de partition de l’unite´. En
particulier, elles ne s’annulent pas toutes simultane´ment si bien que les singularite´s
sont vraiment donne´es par les ze´ros communs d’une famille de fonctions holomorphes.
2.3.2 De´monstration des the´ore`mes C et D
Nous de´montrons ici les deux caracte´risations analytiques. Pour cela, on commence
par remarquer que le sens faux dans le cadre des me´triques lisses est ve´rifie´ de fac¸on
presque imme´diate dans le cadre plus souple des varie´te´s de Moishezon.
Soit en effet X une varie´te´ de Moishezon et pi : Xˆ → X une modification projec-
tive. Si ωˆ est une (1, 1) forme C∞ de´finie positive sur Xˆ telle que {ωˆ} ∈ H2(Xˆ,Z), et
si ω est une (1, 1) forme C∞ de´finie positive sur X , alors la forme pi∗ω est C∞ et semi-
positive. Il existe donc une constante A > 0 telle que ωˆ ≥ Api∗ω. Par conse´quent, le
courant T = pi∗ωˆ ve´rifie T ≥ Aω : en effet, si α est une (n− 1, n− 1) forme positive
C∞ sur X , on a
< T, α > =
∫
Xˆ
ωˆ ∧ pi∗α
≥
∫
Xˆ
Api∗ω ∧ pi∗α
= A
∫
X
ω ∧ α
= < Aω, α > .
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Le courant T satisfait les points (i) et (ii) du the´ore`me D, et le the´ore`me d’approximation
des courants de Demailly rappele´ pre´ce´demment implique qu’il existe un courant
T ′ ∈ {T} ayant localement les singularite´s de l’hypothe`se S et tel que T ′ ≥ (A/2)ω.
Ainsi, T ′ ve´rifie la conclusion du the´ore`me C.
Pour la re´ciproque dans le the´ore`me C, soit T satisfaisant (i), (ii) et (iii). Alors,
il existe un fibre´ en droites sur X muni d’une me´trique hermitienne singulie`re dont
le courant de courbure est e´gal a` T . Les ine´galite´s de Morse singulie`res impliquent
que :
dimH0(X,Ek ⊗ Ik(h))− dimH
1(X,Ek ⊗ Ik(h)) ∼k→+∞ k
n.
A fortiori,
dimH0(X,Ek) ∼k→+∞ k
n,
i.e le fibre´ E est gros et X est de Moishezon.
Pour le the´ore`me D, si T est strictement positif, on peut supposer par le the´ore`me
d’approximation des courants que T a localement les singularite´s de l’hypothe`se S.
On conclut alors comme ci-dessus.
Remarque La preuve du the´ore`me D donne´e par S. Ji et B. Shiffman suit la
de´marche suivante : on approche, comme pre´ce´demment, le courant T par un courant
strictement positif et singulier sur un ensemble analytique S. Puis on montre directe-
ment graˆce aux estimations L2 de Ho¨rmander applique´es a` la varie´te´ ka¨hle´rienne
comple`te X\S que les grandes puissances de E engendrent les 1-jets en dehors de S.
2.3.3 Quelques commentaires
Les the´ore`mes C et D sont satisfaisants car ils donnent une caracte´risation analy-
tique des varie´te´s de Moishezon. Cependant, on souhaiterait pouvoir se dispenser de
l’hypothe`se faite sur les singularite´s dans le the´ore`me C ou affaiblir l’hypothe`se de
stricte positivite´ du the´ore`me D. On conjecture le re´sultat suivant :
Conjecture Une varie´te´ compacte X est de Moishezon si et seulement si il existe
sur X un courant T positif ferme´ de bi-degre´ (1, 1) tel que :
(i) {T} ∈ H2(X,Z),
(ii) il existe un ouvert U sur lequel T est strictement positif.
La condition (ii) est une fac¸on d’assurer que le support de T n’est pas ne´gligeable
pour la mesure de Lebesgue. Evidemment, l’hypothe`se S nous a permis de de´finir
les inte´grales de courbure en inte´grant simplement sur la partie lisse de la me´trique.
Dans le cas ge´ne´ral, de´finir un produit de courants T n est un proble`me de type
Monge-Ampe`re.
Le re´sultat suivant va dans le sens de la conjecture :
Proposition La conjecture est vraie dans le cas des surfaces complexes (et dans ce
cas, X e´tant de Moishezon est donc projective).
De´monstration
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Soit ω une me´trique hermitienne sur X , et pour ε > 0, soit Tε un courant donne´
par le the´ore`me d’approximation des courants ve´rifiant Tε ≥ −εω. Par le the´ore`me
C, il suffit de montrer que pour ε assez petit, on a∫
X(≤1,Tε)
T nε > 0.
Comme il existe un ouvert U sur lequel T est strictement positif (disons supe´rieur a`
CUω|U ou` CU est une constante strictement positive), il existe un ouvert plus petit U
′
inde´pendant de ε sur lequel Tε est supe´rieur a` (CU/2)ω|U ′. On en de´duit qu’il existe
une constante C > 0, inde´pendante de ε telle que pour tout ε petit, on ait∫
X(0,Tε)
T nε ≥
∫
U ′
T nε > C.
Il suffit donc de montrer que
lim
ε→0
∫
X(1,Tε)
T nε = 0.
Or, sur l’ouvert X(q, Tε), on a
0 ≤ (−1)qT nε ≤
n!
q!(n− q)!
εqωq ∧ (Tε + εω)
n−q.
Il suffit donc de controˆler les produits de Monge-Ampe`re et plus pre´cise´ment de
montrer que pour q > 0 (et dans la perspective de la conjecture, q = 1 suffit), on a :
lim
ε→0
εq
∫
X
ωq ∧ (Tε + εω)
n−q = 0.
C’est e´videmment vrai pour q = n et, si on suppose de plus que la me´trique ω est
une me´trique de Gauduchon, alors la formule de Stokes donne∫
X
ωn−1 ∧ (Tε + εω) = Cste +O(ε),
et donc c’est aussi vrai pour q = n− 1.
Dans le cas des surfaces, on a l’estimation souhaite´e pour q = n− 1 = 1, donc X
est de Moishezon par le the´ore`me C.
Comme le montre la preuve ci-dessus, le cas ge´ne´ral pourrait de´couler du controˆle
des masses de Monge-Ampe`re des approximations ϕε utilise´es par J.-P. Demailly dans
la de´monstration de son the´ore`me d’approximation des courants.
2.4 Une version alge´brique singulie`re des ine´galite´s
de Morse
Dans ce paragraphe, nous donnons quelques exemples “alge´briques” de faisceaux
d’ide´aux de Nadel. Leur origine en ge´ome´trie alge´brique se situe dans la version du
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the´ore`me de Kawamata-Viehweg pour les diviseurs a` coefficients rationnels. Comme
dans [Dem90] ou [EsV92], ce faisceau d’ide´aux sert de terme correctif dans le cas ou`
les diviseurs conside´re´s ne sont pas a` croisements normaux.
Par ailleurs, il existe une version alge´brique des ine´galite´s de Morse holomorphes
de Demailly [Dem94] dans le cas d’un fibre´ en droites diffe´rence de deux fibre´s am-
ples. Il est alors naturel de donner une version analogue dans le cadre singulier.
E´videmment, il s’agit essentiellement d’une reformulation dans un cas particulier de
notre theore`me B.
2.4.1 The´ore`me de Kawamata-Viehweg
Soient X une varie´te´ projective, et M un diviseur rationnel effectif de X . On note
M =
∑
aiDi ou` les ai sont des rationnels positifs et les Di sont des diviseurs
irre´ductibles. Nous notons I(M) le faisceau d’ide´aux de Nadel associe´ a` la me´trique
singulie`re φ =
∑
ai log |gi| ou` gi est un ge´ne´rateur local de Di. On rappelle que
si M est a` croisements normaux, alors I(M) n’est rien d’autre que le faisceau in-
versible O(−⌊M⌋) ou` ⌊M⌋ :=
∑
⌊ai⌋Di. Avec ces notations, rappelons le the´ore`me
de Kawamata-Viehweg [Kaw82], [Vie82] :
The´ore`me d’annulation de Kawamata-Viehweg Soient X une varie´te´ projective
et L un fibre´ en droites sur X. On suppose que L =M +
∑
j αjEj ou` :
(i) M est un Q-diviseur effectif gros et nef,
(ii) les αj sont des re´els ve´rifiant 0 ≤ αj < 1,
(iii) le diviseur
∑
j αjEj est a` croisements normaux.
Alors
Hq(X,KX + L) = 0 pour tout q ≥ 1.
Dans le cas ou`
∑
j αjEj n’est pas a` croisements normaux dans l’e´nonce´ du the´ore`me
de Kawamata-Viehweg, le faisceau multiplicateur de Nadel sert de terme correctif.
Nous allons de´tailler un exemple utilise´ par L. Ein et R. Lazarsfeld dans l’e´tude des
diviseurs a` singularite´ presque isole´e (voir le papier de R. Lazarsfeld [Laz93] pour plus
de de´tails).
Le contexte est le suivant : soient X une varie´te´ projective, A un fibre´ gros et nef
sur X et D un diviseur dans le syste`me line´aire |kA|.
Choisissons pi : X˜ → X une compose´e d’un nombre fini d’e´clatements de centres
lisses de sorte que pi∗D soit un diviseur a` croisements normaux et soit KX˜/X la
diffe´rence des fibre´s canoniques :
KX˜/X = KX˜ − pi
∗KX .
Alors, pour λ rationnel, 0 ≤ λ < 1, on pose :
Iλ = pi∗
(
KX˜/X − ⌊pi
∗(λ
D
k
)⌋
)
.
La proposition suivante donne les proprie´te´s de Iλ :
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Proposition On a
(i) le faisceau d’ide´aux Iλ est e´gal au faisceau multiplicateur I(λ
D
k
), en particulier
Iλ est inde´pendant de la re´solution pi choisie,
(ii) les images directes supe´rieures Rqpi∗
(
KX˜/X − ⌊pi
∗(λ
D
k
)⌋
)
sont nulles pour
tout q ≥ 1,
(iii) les groupes de cohomologie Hq(X, (KX + A)⊗ Iλ) sont nuls pour tout q ≥ 1.
De´monstration
Pour le point (i), nous utilisons a` nouveau l’identite´
µ∗(KX˜ ⊗ I(µ
∗h)) = KX ⊗ I(h).
Dans notre situation, on a
pi∗
(
KX˜ ⊗ I(pi
∗(λ
D
k
))
)
= KX ⊗ I(λ
D
k
).
Comme pi∗(λ
D
k
) est a` croisements normaux, on a
I(pi∗(λ
D
k
)) = O
(
−⌊pi∗(λ
D
k
)⌋
)
.
De la`, on de´duit successivement
Iλ = pi∗
(
KX˜/X − ⌊pi
∗(λ
D
k
)⌋
)
= pi∗
(
KX˜ − pi
∗KX − ⌊pi
∗(λ
D
k
)⌋
)
= −KX ⊗KX ⊗ I(λ
D
k
)
= I(λ
D
k
).
Ceci de´montre le point (i).
Pour le point (ii), la de´monstration repose sur l’observation classique suivante
(de´ja` observe´e par H. Grauert et O. Riemenschneider [GrR70]) : les faisceaux Rqpi∗F
sont nuls si et seulement si pour tout fibre´ L sur X suffisamment ample et tout q ≥ 1,
on a Hq(X˜,F ⊗ pi∗L) = 0. Comme
Rqpi∗
(
pi∗(KX + pi
∗A) +KX˜/X − ⌊pi
∗(λ
D
k
)⌋
)
=
(KX + pi
∗A)⊗ Rqpi∗
(
KX˜/X − ⌊pi
∗(λ
D
k
)⌋
)
,
il suffit de montrer que pour tout fibre´ L sur X suffisamment ample et tout q ≥ 1,
on a
Hq
(
X˜, pi∗L+ pi∗A+KX˜ − ⌊pi
∗(λ
D
k
)⌋
)
= 0.
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Or ce dernier groupe est e´gal a`
Hq
(
X˜,KX˜ + pi
∗L+ (1− λ)pi∗A+ (λpi∗A− ⌊λpi∗A)⌋
)
qui est nul graˆce au the´ore`me de Kawamata-Viehweg applique´ au Q-diviseur effectif
gros et nef
M := pi∗L+ (1− λ)pi∗A.
Pour le point (iii), on a
Hq (X, (KX + A)⊗ Iλ) = H
q
(
X˜,KX˜ + pi
∗A− ⌊pi∗(λ
D
k
)⌋
)
.
Ce dernier groupe s’e´crit encore Hq
(
X˜,KX˜ + (1− λ)pi
∗A+ λpi∗A− ⌊λpi∗A⌋
)
qui est
nul a` nouveau par le the´ore`me de Kawamata-Viehweg.
2.4.2 Ine´galite´s de Morse alge´briques singulie`res
En nous inspirant de l’exemple pre´ce´dent, nous sommes en mesure de donner une
version alge´brique des ine´galite´s de Morse holomorphes singulie`res. Pour cela, rap-
pelons au pre´alable la version suivante des ine´galite´s de Morse holomorphes de J.-P.
Demailly [Dem94] :
The´ore`me Soit X une varie´te´ ka¨hle´rienne de dimension n et soient F et G deux
fibre´s en droites nef sur X. Alors, on a :
q∑
j=0
(−1)q−j dimHj(X, k(F −G)) ≤
kn
n!
q∑
j=0
(−1)q−j
(
n
j
)
F n−j ·Gj + o(kn).
Ce re´sultat a e´te´ obtenu dans un premier temps par J.-P. Demailly comme conse´quence
des ine´galite´s de Morse, et plus re´cemment, F. Angelini en a donne´ une de´monstration
purement alge´brique [Ang95]. Auparavant, S. Trapani [Tra91] et Y.-T. Siu [Siu93]
avaient de´montre´ le cas particulier q = 1 en vue d’obtenir des crite`res nume´riques
pour l’existence de sections. Le terme alge´brique a ici une double origine : les esti-
mations font intervenir des nombres d’intersection a` la place d’inte´grales de courbure,
et un cas particulier du the´ore`me est celui d’une varie´te´ projective et d’un fibre´ e´crit
comme diffe´rence de deux fibre´s amples.
Nous montrons le re´sultat suivant :
The´ore`me E Soit X une varie´te´ ka¨hle´rienne de dimension n et soient F et G deux
fibre´s en droites sur X. On suppose que G est nef, et qu’il existe un entier positif m,
un fibre´ en droites nef A et un diviseur effectif D de sorte que : mF = A+D. Alors,
on a :
q∑
j=0
(−1)q−j dimHj((X, k(F −G)⊗ Ik(m
−1D))
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≤
kn
n!
q∑
j=0
(−1)q−j
(
n
j
)
m−n+jAn−j ·Gj + o(kn).
De´monstration
Soit pi : X˜ → X une compose´e d’un nombre fini d’e´clatements de centres lisses de
sorte que pi∗D soit un diviseur a` croisements normaux.
Comme dans le cadre purement analytique de nos ine´galite´s de Morse singulie`res, on
travaille sur X˜ ou` l’on applique simplement l’e´nonce´ pre´ce´dent.
De´taillons brie`vement : le faisceau d’ide´aux Ik(m
−1D) est e´gal a` l’image directe
pi∗
(
KX˜/X − ⌊pi
∗(km−1D)⌋
)
,
si bien qu’il s’agit d’estimer les dimensions
dimHq
(
X˜, kpi∗(F −G)− ⌊pi∗(km−1D)⌋
)
.
Or pour k multiple de m, on a
kpi∗(F −G)− ⌊pi∗(km−1D)⌋ = kpi∗(m−1A−G),
et il suffit d’appliquer le the´ore`me pre´ce´dent aux fibre´s nef pi∗A et pi∗G.
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Chapter 3
E´tude de certaines varie´te´s de
Moishezon dont le groupe de
Picard est infini cyclique
Le the`me central de ce chapitre est l’e´tude d’une classe particulie`re de varie´te´s de
Moishezon : celles dont le groupe de Picard est Z et dont le fibre´ canonique est gros.
En faisant l’hypothe`se supple´mentaire que la varie´te´ X devient projective apre`s un
seul e´clatement de centre lisse et projectif, nous e´tudions ce centre via la the´orie de
Mori sur le mode`le projectif. Nous obtenons alors une restriction sur la dimension
du centre de l’e´clatement dans le cas ou` le fibre´ canonique n’est pas nef. Apre`s avoir
donne´ une nouvelle famille de varie´te´s de Moishezon ne posse´dant pas de fibre´ en
droites gros et nef et s’inscrivant dans ce cadre d’e´tude, nous nous restreignons a` la
dimension 4. Nous obtenons alors une description pre´cise du centre de l’e´clatement
et montrons que notre construction est essentiellement unique dans le cas ou` le fibre´
canonique n’est pas nef. Enfin, nous obtenons aussi des restrictions partielles en
dimension 4 dans le cas ou` le fibre´ canonique est nef.
3.1 Un the´ore`me de J. Kolla´r
3.1.1 E´nonce´ du re´sultat
Nous avons vu dans les pre´liminaires de cette the`se qu’il existe des varie´te´s de Moishe-
zon ne posse´dant pas de fibre´ en droites simultane´ment gros et nume´riquement effectif.
Plus pre´cise´ment, nous avons rencontre´ le re´sultat suivant :
The´ore`me (J. Kolla´r, K. Oguiso)
(i) Il existe des varie´te´s de Moishezon X de dimension 3 dont le groupe de Picard
est e´gal a` Z, avec −KX gros et ne posse´dant pas de fibre´ gros et nef,
(ii) il existe des varie´te´s de Moishezon X de dimension 3 dont le groupe de Picard
est e´gal a` Z, dont le fibre´ canonique est trivial et ne posse´dant pas de fibre´ gros et
nef.
45
Remarquons que pour une varie´te´ de Moishezon dont le groupe de Picard est Z,
un et un seul ge´ne´rateur de Pic(X) est gros. Suivant J. Kolla´r [Kol91], nous notons
ce ge´ne´rateur OX(1) et nous e´crivons Pic(X) = Z · OX(1).
Notons aussi mX l’entier de´fini par la relation KX = OX(mX). Remarquons ici
que les trois cas mX < 0 (respectivement mX = 0 et mX > 0) correspondent aux
trois possibilite´s κ(X) = −∞ (respectivement κ(X) = 0 et κ(X) = dimX), ou` κ(X)
de´signe la dimension de Kodaira de X .
Evidemment, il reste un cas non couvert par l’e´nonce´ pre´ce´dent et la question
suivante est naturelle :
Question Existe-t-il des varie´te´s de Moishezon X, avec Pic(X) = Z · OX(1) et
mX > 0 ne posse´dant pas de fibre´ gros et nef ?
En dimension 3, la re´ponse a` cette question est ne´gative comme le montre le
re´sultat suivant :
The´ore`me (J. Kolla´r, 1991) Soit X une varie´te´ de Moishezon de dimension 3.
On suppose que le groupe de Picard Pic(X) est Z et que le fibre´ canonique KX est
gros. Alors KX est nef.
Remarque Dans le cas ou` le fibre´ canonique est gros et nef, l’un de ses multiples est
globalement engendre´ par le “base-point free theorem”. Au vu du re´sultat pre´ce´dent,
il n’existe donc pas d’exemple de varie´te´ de Moishezon de dimension 3, de groupe de
Picard Z et a` fibre´ canonique gros ne satisfaisant pas aux crite`res de J.-P. Demailly
et Y.-T. Siu.
La suite de ce paragraphe consiste a` rappeler la de´monstration de ce re´sultat car
les ide´es qu’elle contient seront pre´sentes dans tout le chapitre.
3.1.2 De´monstration
La re´fe´rence pre´cise est [Kol91], page 170 et suivantes.
Le lemme suivant, bien qu’e´le´mentaire est essentiel :
Lemme Soit X une varie´te´ de Moishezon, de dimension quelconque, avec Pic(X) =
Z · OX(1). Soit pi : X˜ → X une modification projective, de lieu exceptionnel S˜ ⊂
X˜
pi
→ S ⊂ X.
Alors pour toute courbe C de X, non incluse dans S, on a OX(1) · C > 0.
C˜
X
S˜
X˜
C
S
pi
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Corollaire Sous les hypothe`ses du lemme, et si de plus KX est gros, alors pour
toute courbe C (respectivement C˜) de X (respectivement de X˜) non incluse dans S
(respectivement S˜), on a KX · C > 0 (respectivement KX˜ · C˜ > 0).
De´monstration du lemme
Soit H˜ un diviseur ample dans X˜ , et H := pi∗(H˜). Alors H est gros, donc s’e´crit
OX(p), ou` p est un entier strictement positif. Comme
OX(1) · C =
1
p
H · C,
il suffit de montrer que pour toute courbe C non incluse dans S, on a H · C > 0.
Comme C n’est pas incluse dans S, si C˜ de´signe la transforme´e stricte de C, l’e´galite´
suivante est ve´rifie´e :
H · C = pi∗(H) · C˜ = (H˜ +
∑
aiEi) · C˜,
ou` les ai sont des entiers positifs ou nuls, et les Ei les composantes irre´ductibles de
S˜. De la`, H · C > 0 car H˜ · C˜ > 0 et pour tout i, on a Ei · C˜ ≥ 0.
Remarque Ce lemme affirme en particulier que les courbes sur lesquelles OX(1) est
ne´gatif ou nul sont incluses dans un ensemble analytique de codimension supe´rieure
ou e´gale a` 2.
De´monstration du the´ore`me
En dimension 3, on de´duit du lemme pre´ce´dent qu’il n’y a qu’un nombre fini de
courbes sur lesquelles OX(1) est ne´gatif. Si KX est gros, et si C est une courbe
telle que KX · C < 0, alors une telle courbe se de´forme dans X car la formule de
Riemann-Roch donne
χ(NC/X) = −KX · C + (n− 3)(1− g) = −KX · C > 0,
ou` NC/X est le fibre´ normal de C dans X . Mentionnons que si la courbe C est
singulie`re, on de´finit NC/X comme e´tant e´gal a` ν
∗TX/TC˜ ou` ν : C˜ → C est la
normalise´e de la courbe C. Ceci donne bien la contradiction.
3.1.3 Commentaires
La de´monstration ci-dessus repose sur un argument de de´formation. Comme nous
utilisons dans la suite ce type d’argument, il est sans doute bon de faire ici un bref
rappel.
E´tant donne´es une varie´te´ X et une sous-varie´te´ Y de X , c’est un proble`me clas-
sique et important de de´terminer les de´formations de Y dans X . Dans le cadre ana-
lytique, ce proble`me a e´te´ conside´re´ par K. Kodaira [Kod62] et par A. Grothendieck
et D. Mumford dans le cadre alge´brique ou` la notion de sche´ma de Hilbert joue un
roˆle essentiel : une re´fe´rence importante est le travail re´cent de J. Kolla´r [Kol94].
La “solution” au proble`me est donne´e par le :
47
The´ore`me [Gro62], [Kod62] Soit Y une sous-varie´te´ d’une varie´te´ X. Alors le
sche´ma de Hilbert Hilb(X) des sous-ensembles analytiques de X admet H0(Y,NY/X)
comme espace tangent de Zariski en [Y ]. La dimension de Hilb(X) en [Y ] satisfait :
dimH0(Y,NY/X)− dimH
1(Y,NY/X) ≤ dim[Y ]Hilb(X) ≤ dimH
0(Y,NY/X).
En particulier, si H1(Y,NY/X) = 0, alors Hilb(X) est lisse au voisinage de [Y ].
Dans le cadre analytique, la construction de K. Kodaira consiste a` trouver ex-
plicitement en coordonne´es locales les se´ries entie`res de´finissant les sous-ensembles
proches de Y , tandis que dans le cadre alge´brique, l’ide´e est qu’une varie´te´ projective
Z est de´termine´e par le sous-espace vectoriel des polynoˆmes de degre´ suffisamment
grand qui s’annulent sur Z.
3.2 Quelques rappels sur la the´orie de Mori
La the´orie de Mori, ne´e dans les anne´es 80, consiste a` e´tendre et approfondir en
dimension supe´rieure ou e´gale a` 3 la classification des surfaces complexes et l’e´tude
des applications bime´romorphes entre surfaces complexes.
Cependant, cette the´orie n’est valable que sur les varie´te´s projectives. Comme une
varie´te´ de Moishezon est domine´e par une varie´te´ projective, une ide´e naturelle est
d’appliquer certains re´sultats de la the´orie de Mori pour obtenir des renseignements
concernant la structure des varie´te´s de Moishezon ou de leur caracte`re non projectif.
Nous rappelons dans ce paragraphe les re´sultats essentiels utilise´s dans ce chapitre.
Deux excellentes re´fe´rences sont [CKM88] et [KMM87].
Mentionnons aussi qu’une des grandes ide´es de S. Mori est, meˆme pour l’e´tude
des varie´te´s non singulie`res, de quitter le monde lisse pour autoriser certains types
de singularite´s ; cette analyse fut en particulier mise en oeuvre par M. Reid. Il est
cependant bon de pre´ciser ici que la plupart des e´nonce´s que nous utilisons sont d’une
difficulte´ moindre dans le cas lisse, cadre dans lequel nous les appliquons.
3.2.1 Coˆne des courbes effectives
Dans tout ce paragraphe, X est une varie´te´ projective.
3.2.1.1 Notations
Rappelons tout d’abord que la notation N1(X,R) de´signe l’espace vectoriel des
combinaisons line´aires finies (a` coefficients re´els) de courbes (irre´ductibles et e´ventuellement
singulie`res) de X , modulo l’e´quivalence nume´rique : deux courbes sont e´quivalentes
si et seulement si leurs intersections avec tout diviseur sont e´gales.
Pour une varie´te´ projective (et meˆme de Moishezon), cet espace vectoriel est de di-
mension finie et est en dualite´ naturelle (via la forme d’intersection) avec le groupe de
Ne´ron-Severi (Pic(X)/Pic0(X))⊗Z R ; la dimension de N1(X,R) est appele´e nom-
bre de Picard de X . L’espace vectoriel N1(X,R) est naturellement un sous-espace
vectoriel de H2(X,R).
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Enfin, nous notons suivant l’usage NE(X) le sous-coˆne convexe de N1(X,R) en-
gendre´ par les classes d’homologie des courbes effectives. L’adhe´rence de ce coˆne est
note´e NE(X).
3.2.1.2 The´ore`me du coˆne
L’un des premiers succe`s de la the´orie de Mori est de montrer que si le fibre´
canonique KX n’est pas nef, alors il existe une courbe rationnelle sur laquelle il est
strictement ne´gatif.
L’e´nonce´ pre´cis est le suivant :
The´ore`me du coˆne Soit X une varie´te´ projective. Alors il existe un ensemble
minimal (fini ou de´nombrable) de courbes rationnelles Ci dans X de sorte que :
(i) pour tout i, on a 0 < −KX · Ci ≤ dimX + 1,
(ii) NE(X) = NE(X)KX≥0 +
∑
i
R+ [Ci],
ou` NE(X)KX≥0 := {[C] ∈ N1(X,R) | KX · C ≥ 0}.
Les courbes rationnelles Ci sont appele´s courbes rationnelles extreˆmales et
les R+ [Ci] sont appele´es rayons extreˆmaux.
On ne connait pas de version analogue de ce the´ore`me pour les varie´te´s de Moishe-
zon. A` notre connaissance, la question suivante est ouverte :
Question Soit X une varie´te´ de Moishezon, dont le fibre´ canonique n’est pas nef.
Existe-t-il alors une courbe rationnelle C telle que KX · C < 0 ?
3.2.2 Contraction de Mori
Les rayons extreˆmaux jouent le meˆme roˆle dans la the´orie de Mori que les courbes
rationnelles lisses d’auto-intersection ne´gative dans la the´orie des surfaces complexes :
ils peuvent eˆtre contracte´s. Le the´ore`me suivant de´crit les diffe´rents types de con-
traction obtenus en contractant un rayon extreˆmal.
The´ore`me de contraction [CKM88] Soit X une varie´te´ projective dont le fibre´
canonique n’est pas nef. Soient C une courbe rationnelle extreˆmale et R := R+ [C] le
rayon extreˆmal engendre´ par C.
Alors, il existe une varie´te´ (e´ventuellement singulie`re) projective, normale, et une
application
f : X → Y,
note´e aussi contR, de sorte que :
(i) une courbe de X est contracte´e par f si et seulement si sa classe d’homologie
appartient au rayon R,
(ii) le fibre´ −KX est f -ample (i.e la restriction de −KX a` toute fibre de f est
ample).
De plus, on distingue trois types de contractions :
(a) dimX > dimY et f est une fibration Fano (i.e la fibre ge´ne´rique de f est une
varie´te´ lisse dont le fibre´ anti-canonique est ample),
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(b) dimX = dimY et f est une contraction divisorielle (i.e f est birationnelle et
contracte un diviseur),
(c) dimX = dimY et f est une petite contraction (i.e f est birationnelle et
contracte un sous-ensemble alge´brique de codimension supe´rieure ou e´gale a` 2).
Les cas (a) et (b) sont les “bons” cas : dans le cas (a), on re´duit la compre´hension
de la varie´te´ X a` celle d’une varie´te´ de dimension plus petite et a` la structure des
fibres qui sont des varie´te´s de Fano. Dans le cas (b), la varie´te´ singulie`re Y est Q-
factorielle, a` singularite´s terminales (ce sont les singularite´s qui permettent de donner
encore un sens a` l’expression “KY est ou n’est pas nef”) et le nombre de Picard de
Y est strictement plus petit que celui de X . Le cas (c) est le “mauvais” cas : les
singularite´s de Y sont telles que Y ne posse`de pas de fibre´ canonique et il n’est pas
clair que Y soit “plus simple” que X .
3.2.3 Contractions divisorielles
Nous utilisons dans la suite un re´sultat plus pre´cis que le the´ore`me de contraction dans
le cas d’une contraction divisorielle. Sous cette forme, il apparaˆıt dans les travaux de
T. Ando [And85] et M. Beltrametti [Bel86] :
The´ore`me (T. Ando, M. Beltrametti, 1985) Soient X une varie´te´ projective et
f : X → Y une contraction divisorielle d’un rayon extreˆmal. Soit enfin F une fibre
ge´ne´rale de fE : E → f(E) ou` E est le diviseur exceptionnel de f .
Alors il existe un fibre´ en droites L sur X tel que :
(i) Im(Pic(X)→ Pic(F )) = Z · L|F ou` L|F est ample sur F ,
(ii) OF (−KX) ≃ OF (pL) et OF (−E) ≃ OF (qL) ou` p et q sont deux entiers
positifs.
Enfin, si F est de dimension 2, alors F est isomorphe a` P2 ou a` la quadrique Q2.
Nous utiliserons ce re´sultat lorsque X est de dimension 4.
3.2.4 L’ine´galite´ de Wi´sniewski
Avant d’e´noncer cette ine´galite´, nous avons besoin de deux notations : soient X
une varie´te´ projective, R un rayon extreˆmal de NE(X) et f la contraction de Mori
associe´e.
On note l(R) = min{−KX · C | C est une courbe rationnelle telle que [C] ∈ R}.
Le nombre l(R) est la longueur du rayon R.
On note aussi A(R) le lieu de X couvert par les courbes dont la classe appartient
a` R.
Dans [Wis91], J. Wi´sniewski de´montre l’ine´galite´ fondamentale suivante :
The´ore`me (J. Wi´sniewski, 1991) Pour toute fibre non triviale F de f , on a :
dimF + dimA(R) ≥ dimX + l(R)− 1.
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Cette ine´galite´, dont une forme faible est due a` P. Ionescu [Ion86], a de nombreuses
conse´quences dans la classification des varie´te´s projectives de dimension supe´rieure
ou e´gale a` 3.
3.3 Un premier re´sultat
Rappelons pour commencer ce paragraphe que les exemples de J. Kolla´r et K. Oguiso
de´ja` cite´s ve´rifient la proprie´te´ supple´mentaire suivante : les varie´te´s X construites
ne sont, bien suˆr, pas projectives, mais le deviennent apre`s exactement un e´clatement
le long d’une sous-varie´te´ Y ⊂ X .
Dans toute cette partie, nous nous plac¸ons dans la situation analogue suivante :
Hypothe`se X est une varie´te´ de Moishezon non projective de dimension n dont le
groupe de Picard est e´gal a` Z, dont le fibre´ canonique est gros et telle qu’il existe une
sous-varie´te´ Y ⊂ X de sorte que l’e´clatement pi : X˜ → X de X le long de Y de´finisse
une varie´te´ projective X˜. On note E le diviseur exceptionnel de l’e´clatement.
La remarque suivante est tre`s importante :
Remarque D’apre`s le corollaire 3.1.2, on sait alors que KX (respectivement KX˜)
est strictement positif sur les courbes non incluses dans Y (respectivement dans E).
La conse´quence suivante sera utilise´e dans la suite : si C est une courbe de Y sur
laquelle KX est strictement ne´gatif, cette courbe ne peut pas se de´former (dans X)
hors de Y .
La me´thode que nous adoptons pour e´tudier X et Y est d’appliquer la the´orie de
Mori a` la varie´te´ projective X˜ .
3.3.1 Coˆne des courbes sur X˜
Dans le cadre de notre e´tude, comme Pic(X) = Z, l’espace vectoriel N1(X˜,R) est
isomorphe a` R2.
Dans la suite, nous repre´sentons dans N1(X˜,R) ≃ R
2 le coˆne ferme´ NE(X˜) ; dans
les figures ci-dessous, ce dernier correspond a` la partie hachure´e. Si D est un e´le´ment
de Pic(X˜), nous notons D > 0 (respectivement D = 0, respectivement D < 0) les
ensembles
{[C] ∈ NE(X˜) | D · C > 0}
(respectivement D · C = 0, respectivement D · C < 0).
Deux cas se pre´sentent suivant que KX est nef ou non. Ces deux cas se distinguent
naturellement ; ils correspondent, comme nous le verrons plus loin, au fait que X
admet ou non un morphisme vers une varie´te´ (e´ventuellement singulie`re) projective
de meˆme dimension,
(i) soit KX est nef et le dessin est le suivant :
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pi∗KX = 0
KX˜ < 0
KX˜ = 0
pi∗KX < 0
pi∗KX > 0
KX˜ > 0
(ii) soit KX n’est pas nef et le dessin est le suivant :
[C˜]
pi∗KX < 0
pi∗KX = 0
pi∗KX > 0
KX˜ = 0
KX˜ > 0
KX˜ < 0
Quelques commentaires sur ces diagrammes
- dans les deux cas, le fait que la droite {KX˜ = 0} coupe le coˆne effectif vient
du fait qu’il y a a` la fois des courbes sur lesquelles KX˜ est strictement positif (celles
non contenues dans le diviseur exceptionnel) et des courbes sur lesquelles KX˜ est
strictement ne´gatif (toute courbe incluse dans les fibres de l’e´clatement),
- dans le deuxie`me cas, la position relative de {pi∗KX = 0} est justifie´e par le fait
qu’il y a des courbes sur lesquelles pi∗KX et KX˜ sont strictement positifs (celles non
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contenues dans le diviseur exceptionnel d’apre`s 3.1.2) et que pi∗KX est nul sur toute
courbe incluse dans les fibres de l’e´clatement.
3.3.1.1 Quelques conse´quences de ces diagrammes
Nous regroupons ici les renseignements provenant directement de la description
de NE(X˜). Pour cela, appliquons le the´ore`me du coˆne a` la varie´te´ projective X˜. On
en de´duit que le rayon extreˆmal du coˆte´ KX˜ < 0 est engendre´ par la classe d’une
courbe rationnelle C˜ dans X˜ . Alors, le the´ore`me de contraction assure l’existence
d’une varie´te´ (en ge´ne´ral singulie`re) projective Z et d’un morphisme f associe´s a` la
courbe extreˆmale rationnelle C˜ de sorte que la situation suivante ait lieu :
f
X˜ ⊃ EZ
pi
X ⊃ Y
(i) Cas ou` KX est nef.
Alors le rayon extreˆmal est engendre´ par la classe d’une courbe rationnelle incluse
dans une fibre non triviale de pi. Toutes les fibres de pi sont donc contracte´es par f si
bien que f se factorise en une application g : X → Z
X˜
pi
→ X
g
→ Z et f = g ◦ pi.
(ii) Cas ou` KX n’est pas nef.
Alors les fibres de f et les fibres de pi ne se coupent que sur un nombre fini de
points : en effet, il n’existe pas de courbes simultane´ment contracte´es par pi et f car
les rayons engendre´s par [C˜] et la classe d’une courbe rationnelle incluse dans une
fibre non triviale de pi sont distincts.
3.3.1.2 Une application imme´diate
Dans le cas ou` KX n’est pas nef, la courbe rationnelle C˜ n’e´tant pas contracte´e
par pi, la courbe rationnelle C = pi(C˜) ve´rifie KX · C < 0. Le re´sultat suivant en
de´coule :
Proposition Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, si KX n’est pas nef, il existe une courbe
rationnelle C ⊂ Y sur laquelle KX est strictement ne´gatif.
3.3.2 Contraction de Mori de X˜
Nous e´tudions ici plus en de´tail la contraction de Mori f associe´e a` la courbe extreˆmale
rationnelle C˜ ⊂ X˜ obtenue pre´ce´demment pour en de´duire une estimation de la
dimension de Y en toute dimension.
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3.3.2.1 E´nonce´ du re´sultat
Nous avons vu qu’il y a trois types de contractions extreˆmales. Le the´ore`me
suivant restreint les possibilite´s dans notre situation :
The´ore`me F Soit X de Moishezon avec Pic(X) = Z et KX gros. Si X est rendue
projective apre`s e´clatement pi : X˜ → X le long de Y , alors :
(i) on a dim X˜ = dimZ, autrement dit f est une application birationnelle,
(ii) si f est une contraction divisorielle, son diviseur exceptionnel est e´gal a` celui
de pi (note´ E pre´ce´demment) ; ce cas est le seul possible lorsque KX est nef,
(iii) si f est une contraction divisorielle et si KX n’est pas nef, les ine´galite´s
suivantes sont satisfaites :
codimY − 1 ≤ dim f(E) < dimY et dimY >
n− 1
2
,
(iv) si f est une petite contraction et si KX n’est pas nef, l’ine´galite´ suivante est
satisfaite :
dimY ≥
n + 1
2
.
On peut reformuler ce re´sultat sans faire intervenir la contraction de Mori :
The´ore`me F’ Soit X une varie´te´ de Moishezon de dimension n avec Pic(X) = Z
et KX gros. Supposons que X est rendue projective apre`s e´clatement le long d’une
sous-varie´te´ lisse Y .
Alors, si KX n’est pas nef, on a dimY >
n− 1
2
.
Remarque Le fait que KX soit gros est ici essentiel. En effet, les constructions de
J. Kolla´r et K. Oguiso montrent que les ine´galite´s du point (iii) ne sont pas vraies
en ge´ne´ral. La construction de J. Kolla´r donne aussi un exemple ou` les diviseurs
exceptionnels de pi et f ne sont pas e´gaux.
3.3.2.2 De´monstration du the´ore`me F-F’
Les points (i) et (ii) du the´ore`me F sont faciles : par hypothe`se, f ne contracte que
des courbes sur lesquelles KX˜ est strictement ne´gatif, donc incluses dans E d’apre`s
le corollaire 3.2.1 ; en particulier le point (i) est de´montre´.
Ceci montre aussi que si f est une contraction divisorielle, son diviseur exceptionnel
e´tant inclus dans E est donc e´gal a` E. Re´ciproquement, si KX est nef, f se factorise
a` travers pi et donc est une contraction divisorielle. Le point (ii) est de´montre´.
Montrons le point (iii) du the´ore`me F : f est une contraction divisorielle et KX
n’est pas nef. La situation est re´sume´e par le diagramme suivant :
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piX ⊃ Y
X˜
f(E)⋂ E
Z
Dans cette situation, on e´crit
KX˜ = f
∗KZ + aE = pi
∗KX + (r − 1)E
ou` r = codimY et ou` a est un nombre rationnel. Cette e´galite´ est une e´galite´ de Q-
diviseurs de Cartier : dans le cas d’une contraction divisorielle, le diviseur canonique
de Z n’est pas de Cartier en ge´ne´ral mais l’un de ses multiples entiers l’est. Rappelons
que toutes les notions de positivite´ (telle que par exemple eˆtre gros, nef ou ample)
s’e´tendent naturellement aux Q-diviseurs de Cartier.
Les ine´galite´s cherche´es de´coulent imme´diatement du lemme suivant :
Lemme Si KX n’est pas nef, les nombres a et r ve´rifient les deux ine´galite´s suivantes :
(i) a > r − 1,
(ii) codim f(E) + r ≤ n+ 1.
L’ine´galite´ suivante est vraie en toute ge´ne´ralite´ pour une contraction divisorielle :
(iii) a ≤ codim f(E)− 1.
De´monstration du lemme
Ine´galite´ (i) :
Comme Z est projective avec Pic(Z) = Z et KZ gros, on en de´duit que KZ est
ample et donc que f ∗KZ est nef, et strictement positif sur les courbes de X˜ non
contracte´es par f . Choisissons alors une courbe rationnelle R incluse dans une fibre
non triviale de pi (ces dernie`res sont des Pr−1, on prend pour R une droite P1).
L’e´galite´
f ∗KZ · R + aE · R = pi
∗KX · R + (r − 1)E · R
donne alors :
a− (r − 1) = f ∗KZ · R > 0
car, KX n’etant pas nef, R n’est pas contracte´e par f .
Ine´galite´ (ii) :
Cette ine´galite´ de´coule de suite du fait que les fibres de f et pi dans E ne peuvent
se couper qu’en un nombre fini de points. De la` :
(n− 1− dim f(E)) + (r − 1) ≤ n− 1.
Ine´galite´ (iii) :
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Soit F une fibre ge´ne´rique de la restriction de f a` E, et soit C˜ une courbe dans
F .
Alors, on a
aE · C˜ = KX˜ · C˜
et par la formule d’adjonction :
KX˜ |E = KE −E|E .
De la`, on en de´duit :
a + 1 =
KE · C˜
E · C˜
.
Comme le fibre´ canonique KF est simplement la restriction de KE a` F , on obtient :
a =
KF · C˜
E · C˜
− 1.
Or, la varie´te´ F est Fano, et par le the´ore`me du coˆne applique´ a` F , on peut supposer
que C˜ est une courbe (rationnelle) satisfaisant :
0 < −KF · C˜ ≤ dimF + 1 = n− 1− dim f(E) + 1 = codim f(E).
De la`, comme E · C˜ est un entier strictement ne´gatif, il vient a ≤ codim f(E) − 1.
Ceci termine la preuve du lemme.
Remarque L’ine´galite´ (iii) peut aussi se de´duire de l’ine´galite´ de Wi´sniewski : en
effet f e´tant divisorielle, on a dimA(R) = n− 1 et la dimension de la fibre ge´ne´rique
non triviale est n− 1− dim f(E). De la`, l’ine´galite´ de Wi´sniewski donne
codim f(E)− 1 ≥ l(R).
Or, comme KX˜ = f
∗KZ + aE, on a −KX˜ ·C ≥ a pour toute courbe contracte´e, d’ou`
l(R) ≥ a comme souhaite´.
Montrons maintenant le point (iv) du the´ore`me F. Pour cela, on applique l’ine´galite´
de Wi´sniewski : comme f est une petite contraction, on a e´videmment
dimA(R) ≤ n− 2,
et si F est une fibre non triviale de f cette dernie`re est incluse dans E et ne coupe
les fibres de pi que sur un ensemble fini. On en de´duit que dimF ≤ dimY d’ou` :
n− 2 + dim Y ≥ n+ l(R)− 1,
soit
dimY ≥ l(R) + 1.
Il suffit alors d’estimer l(R). Or, on a KX˜ = pi
∗KX + (r − 1)E et comme KX n’est
pas nef, pi∗KX est strictement ne´gatif sur les courbes contracte´es par f . On en de´duit
que
−KX˜ · C ≥ r
pour toute courbe contracte´e par f . De la`, l(R) ≥ r et en reportant
2 dimY ≥ n + 1
qui est l’ine´galite´ souhaite´e.
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3.3.3 Application a` la dimension 3
On de´duit du the´ore`me F un re´sultat pre´cisant celui de J. Kolla´r dans notre situation :
Corollaire Soit X une varie´te´ de Moishezon non projective de dimension 3, avec
Pic(X) = Z et KX gros.
Si X peut eˆtre rendue projective apre`s un e´clatement seulement, alors X est une
petite modification d’une varie´te´ singulie`re projective ayant une unique singularite´
nodale ordinaire (dont le mode`le local est xy − zt = 0 dans (C4, 0)). En particulier,
le fibre´ canonique KX est nef.
De´monstration du corollaire
On note toujours pi l’e´clatement rendant X projective et f la contraction de Mori
de´finie sur la varie´te´ projective X˜. D’apre`s le the´ore`me F, f est birationnelle, et
comme il n’y a pas de petites contractions en dimension 3 d’une varie´te´ non singulie`re,
c’est que f est une contraction divisorielle. De plus, les ine´galite´s (iii) du the´ore`me
F ne peuvent eˆtre ve´rifie´es ici car elles impliquent codimY = 1. C’est donc que KX
est nef (on retrouve ainsi le re´sultat de J. Kolla´r), et que le rayon extreˆmal du coˆte´
KX˜ < 0 est engendre´ par la classe d’homologie des fibres de pi. Il y a alors exactement
deux possibilite´s :
- les fibres de la contraction de Mori (restreinte au diviseur exceptionnel E) sont
de dimension 1 et alors cette dernie`re co¨ıncide avec pi. Dans ce cas, X est projective,
ce que l’on a exclu,
- la contraction de Mori contracte le diviseur exceptionnel E sur un point. Dans
ce cas, nous appliquons le re´sultat de S. Mori [Mor82] qui donne la liste de toutes les
contractions extreˆmales d’une varie´te´ non singulie`re de dimension 3. On en de´duit
que le diviseur exceptionnel de pi (e´gal a` celui de f) est isomorphe a` P1 × P1 et que
OE(E) = NE/X˜ est de type (−1,−1). La situation est alors la suivante :
X˜
pi
→ X
g
→ Z et f = g ◦ pi,
ou` Z est une varie´te´ singulie`re projective ayant une unique singularite´ nodale ordinaire
(dont le mode`le local est xy − zt = 0 dans (C4, 0)). Dans ce cas, la contraction de
Mori est alors g ◦ pi et correspond a` l’e´clatement du point singulier : le centre Y de
l’e´clatement pi est une courbe rationnelle lisse.
Exemple La situation pre´ce´dente peut effectivement eˆtre re´alise´e : soit Z une
hypersurface de P4 d’e´quation
h0x
2
0 + h1x
2
1 + h2x
2
2 + h3x
2
3 = 0,
ou` [x0 : · · · : x4] sont les coordonne´es homoge`nes dans P
4 et ou` les hi sont quatre
polynoˆmes homoge`nes de degre´ d supe´rieur ou e´gal a` 4 ne s’annulant pas en [0 : 0 :
0 : 0 : 1] et ge´ne´riques parmi les polynoˆmes ayant ces proprie´te´s. Alors l’hypersurface
Z est lisse excepte´ au point [0 : 0 : 0 : 0 : 1] ou` elle posse`de une singularite´ nodale
ordinaire. On obtient X comme de´crit pre´ce´demment en re´solvant la singularite´ puis
en contractant dans une direction de la quadrique exceptionnelle.
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Nous donnons dans la suite d’autres applications du the´ore`me F mais nous com-
menc¸ons par montrer dans le paragraphe suivant que le re´sultat de J. Kolla´r ne s’e´tend
pas en dimension supe´rieure ou e´gale a` 4.
3.4 Une famille de varie´te´s de Moishezon
Le but de cette partie est de montrer le re´sultat suivant :
The´ore`me G Pour tout entier n supe´rieur ou e´gal a` 4, il existe des varie´te´s de
Moishezon X de dimension n ve´rifiant :
(i) Pic(X) = Z, (ii) KX est gros, (iii) KX n’est pas nef.
Ainsi, le re´sultat de J. Kolla´r est propre a` la dimension 3.
Remarque Les varie´te´s obtenues dans la construction qui suit rele`vent toutes du
cas “contraction divisorielle” e´voque´ dans le paragraphe pre´ce´dent. Il serait bien
suˆr inte´ressant de construire de telles varie´te´s relevant du cas “petite contraction”.
Cependant, nous verrons plus loin que ce cas ne peut pas se produire en dimension 4.
3.4.1 Un re´sultat interme´diaire
La de´monstration du the´ore`me G repose sur la proposition suivante, que nous prou-
vons plus loin. Mentionnons qu’il nous a e´te´ signale´ par un rapporteur anonyme que
cette proposition se trouve dans [BVV78].
Pour n entier, nous notons [x0 : · · · : xn+1] les coordonne´es homoge`nes dans P
n+1.
On de´signe par P1xn la droite {x0 = · · · = xn−1 = 0}. Choisissons alors n polynoˆmes
homoge`nes h0, . . ., hn−1 de degre´ 2n−2 et conside´rons l’hypersurface Z de degre´ 2n−1
dans Pn+1 et d’e´quation
σ = x0h0 + · · ·+ xn−1hn−1 = 0.
Cette hypersurface contient P1xn et peut eˆtre singulie`re. On a cependant le re´sultat
suivant :
Proposition Si n est supe´rieur ou e´gal a` 3 et si les hi sont choisis ge´ne´riquement,
alors :
(i) l’hypersurface Z est non singulie`re,
(ii) le fibre´ normal NP1/Z est e´gal a` OP1(−1)
⊕n−1,
(iii) KZ est e´gal a` OPn+1(n− 3)|Z,
(iv) Pic(Z) = Z.
3.4.2 De´monstration du the´ore`me G
La construction qui suit nous a e´videmment e´te´ inspire´e par l’analyse du paragraphe
pre´ce´dent, dans le cas ou` la contraction de Mori est une contraction divisorielle :
si une varie´te´ de dimension 4 de Moishezon satisfait le point (iii) du the´ore`me F,
c’est en e´clatant une surface, puis en contractant sur une courbe rationnelle que l’on
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obtient un mode`le projectif. Nous donnons cependant la construction ge´ne´rale en
toute dimension.
Construction explicite :
On se fixe dore´navant une hypersurface Z donne´e par la proposition pre´ce´dente.
La varie´te´ X cherche´e va eˆtre obtenue en effectuant un “flip” (plus exactement
l’inverse d’un flip) a` partir de Z.
⋂
X ⊃ Pn−2 ⊃ P1
Z X˜
P1 E = P1 × Pn−2
Suivant la figure ci-dessus, notons X˜ la varie´te´ projective obtenue en e´clatant Z
le long de P1. Le diviseur exceptionnel de l’e´clatement est alors E = P1 × Pn−2, et
pour pouvoir contracter dans l’autre direction, il s’agit de montrer, d’apre`s le crite`re
de contraction de Fujiki-Nakano, que O(E)|P1 = OP1(−1). Pour cela, les deux suites
exactes suivantes :
0→ NP1/E = O
⊕n−2
P1
→ N
P1/X˜ → NE/X˜|P1 = O(E)|P1 → 0,
0→ TP1 → TX˜|P1 → NP1/X˜ → 0
donnent successivement :
deg(N
P1/X˜) = deg(O(E)|P1) , deg(KX˜ |P1) = −2− deg(NP1/X˜).
Comme KX˜ = f
∗KZ + (n− 2)O(E) et KZ = OPn+1(n − 3)|Z , on en de´duit bien que
O(E)|P1 = OP1(−1).
La contraction de P1 de´finit donc une varie´te´ de Moishezon, contenant un Pn−2 et
telle que Pic(X) = Z.
Montrons maintenant que N
Pn−2/X˜ = OPn−2(−1)⊕OPn−2(−1). Comme
E = P1 × Pn−2 = P(N∗
Pn−2/X˜
),
le fibre´ normal N
Pn−2/X˜ est de la forme OPn−2(a)⊕OPn−2(a). Comme pre´ce´demment,
la suite exacte :
0→ TPn−2 → TX|Pn−2 → NPn−2/X → 0
donne 2a = − deg(KX|Pn−2)− n + 1, puis
deg(KX|Pn−2) = deg(KX˜|Pn−2 −O(E)|Pn−2) = −(n− 2) + 1,
d’ou` finalement a = −1.
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Par ailleurs, nous venons de montrer que
KX|Pn−2 = OPn−2(3− n).
Ainsi, si n est supe´rieur ou e´gal a` 4, −KX est ample sur P
n−2. Finalement, le fibre´
KX bien que gros n’est pas nef et le the´ore`me est de´montre´.
Remarque La construction pre´ce´dente, en dimension 3, donne un nouvel exemple
de varie´te´ de Moishezon, de “Calabi-Yau” satisfaisant Pic(X) = Z · OX(1), (voir aussi
[Ogu94]).
3.4.3 De´monstration de la proposition
On de´montre (i) et (ii) simultane´ment.
Les points singuliers de Z sont des ze´ros communs des e´quations
x0h0 + · · ·+ xn−1hn−1 = 0
et
x0
∂h0
∂xi
+ · · ·+ xn−1
∂hn−1
∂xi
+ hi = 0 , i = 0, . . ., n− 1.
En particulier, Z est lisse au voisinage de P1 = {x0 = · · · = xn−1 = 0} de`s que les hi
ne s’annulent pas simultane´ment sur P1. Ceci est vrai pour un choix ge´ne´rique des hi
de`s que n est supe´rieur ou e´gal a` 2.
On de´duit alors du the´ore`me de Bertini [G-H78] que si les hi sont a` nouveau
ge´ne´riques, l’hypersurface Z est non singulie`re partout : en effet, de fac¸on ge´ne´rale,
une relation ∑
i
sifi = 0
de´finit une varie´te´ non singulie`re en dehors des ze´ros communs des si de`s que les fi
sont ge´ne´riques dans l’espace des sections holomorphes d’un fibre´ engendrant en tout
point les jets d’ordre infe´rieur ou e´gal a` 1.
De´terminons ensuite le fibre´ normalNP1/Z , et pour cela, conside´rons la suite exacte
des fibre´s normaux :
0→ NP1/Z → NP1/Pn+1 = OP1(1)
⊕n dσ→ OPn+1(2n− 1)|P1 → 0.
Il est alors clair que NP1/Z est de degre´ −(n − 1). Pour montrer qu’il est e´gal a`
OP1(−1)
⊕n−1, il suffit donc de montrer qu’il n’a pas de sections (rappelons en effet
qu’un the´ore`me d’A. Grothendieck affirme que tout fibre´ vectoriel sur P1 est scinde´).
Par la suite exacte pre´ce´dente, une section de NP1/Z peut eˆtre vue comme une
section de OP1(1)
⊕n, annule´e par dσ. Une telle section correspond a` la donne´e d’un n-
uplet (s0, . . ., sn−1) ou` les si sont des polynoˆmes homoge`nes de degre´ 1 en les variables
xn, xn+1, que l’on e´crit si(x) = si,nxn + si,n+1xn+1. Dans NP1/Pn+1 , on a alors :
s =
n−1∑
i=0
si
∂
∂xi
.
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De meˆme, notons
hi(x) =
2n−2∑
p=o
hi,px
p
nx
2n−2−p
n+1
la restriction de hi a` P
1. La relation dσ(s) = 0 donne ici :
n−1∑
i=0
sihi = 0.
Comme
dσ =
n−1∑
i=0
hidxi
le long de P1, cette relation se traduit par un syste`me line´aire a` 2n e´quations en les
2n inconnues si,n, si,n+1. Il s’agit de montrer que pour un choix ge´ne´rique des hi, le
de´terminant de la matrice suivante :


h0,0 h1,0 . . . hn−1,0 0 0 . . . 0
h0,1 h1,1 . . . hn−1,1 h0,0 h1,0 . . . hn−1,0
...
...
...
...
...
...
h0,2n−2 h1,2n−2 . . . hn−1,2n−2 h0,2n−3 h1,2n−3 . . . hn−1,2n−3
0 0 . . . 0 h0,2n−2 h1,2n−2 . . . hn−1,2n−2


n’est pas nul, ce qui est clair en prenant par exemple
h0,0 = λ0, . . ., hn−1,n−1 = λn−1, h0,n−1 = µ0, . . ., hn−1,2n−2 = µn−1
avec λi 6= 0, µi 6= 0.
Ainsi, il existe un choix des hi de sorte que l’hypersurface Z (e´ventuellement sin-
gulie`re) est lisse au voisinage de P1, avec NP1/Z = OP1(−1)
⊕n−1.
Si maintenant les hi sont choisis de sorte que (i) et (ii) soient satisfaits, alors (iii)
est imme´diat par adjonction et (iv) de´coule du the´ore`me de Lefschetz : l’hypersurface
Z est le diviseur d’une section d’un fibre´ ample et les fibre´s en droites sur Z sont
restriction de fibre´s en droites sur Pn+1.
Remarque Le cas n = 3 de la proposition pre´ce´dente correspond a` celui des quin-
tiques dans P4. Il a e´te´ conside´re´ par S. Katz dans [Kat86]. Dans ce cadre, S. Katz
de´termine le fibre´ normal NP1/Z dans le cas ou` les hi sont ge´ne´riques, mais analyse
aussi la situation non ge´ne´rique. Signalons aussi [Cle83], ou` H. Clemens conside`re
des questions analogues, toujours en dimension 3.
Remarque On peut reprendre plus ge´ne´ralement la construction pre´ce´dente pour
les hypersurfaces de Pn+1 de degre´ 2n− 2k + 1 passant par un Pk line´aire. On peut
alors a` nouveau montrer que (ge´ne´riquement) NPk/Z (qui est de degre´ k − n) n’a pas
de sections. Cependant, le fibre´ NPk/Z n’est pas scinde´ si k ≥ 2.
De´montrons ce dernier point en conside´rant a` nouveau la suite exacte des fibre´s
normaux :
0→ NPk/Z → NPk/Pn+1 = OPk(1)
⊕n+1−k dσ→ OPn+1(2n− 2k + 1)|Pk → 0.
En dualisant cette suite, il vient :
0→ OPn+1(−2n+ 2k − 1)|Pk → OPk(−1)
⊕n+1−k → N∗
Pk/Z → 0.
Si k ≥ 2, comme le fibre´ OPn+1(−2n + 2k − 1)|Pk est ne´gatif, la suite exacte longue
de cohomologie donne H0(Pk, N∗
Pk/Z) = 0. Ceci exclut de suite le fait que NPk/Z soit
scinde´ car il serait alors e´gal a` OPk(−1)
⊕n−k.
3.5 Une classification en dimension 4
Dans ce paragraphe, nous conside´rons des varie´te´s de Moishezon (non projectives) X
de dimension 4. Comme pre´ce´demment, nous supposons que Pic(X) = Z, que KX
est gros et que X est rendue projective apre`s e´clatement le long d’une sous-varie´te´
lisse Y .
3.5.1 E´nonce´ des re´sultats
Nous montrons les deux re´sultats suivants :
The´ore`me H Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, Y est ne´cessairement une surface.
Autrement dit, et dans cette situation particulie`re, il ne suffit pas d’e´clater une courbe
pour rentrer dans le monde projectif.
Nous avons vu pre´ce´demment que KX n’est pas ne´cessairement nef a` partir de la
dimension 4. Le re´sultat suivant montre que l’exemple construit dans le paragraphe
pre´ce´dent est le “seul possible” dans le cas ou` KX n’est pas nef. Nous reprenons les
notations des paragraphes pre´ce´dents, pi : X˜ → X de´signe l’e´clatement de X le long
de Y et f : X˜ → Z de´signe la contraction extreˆmale de Mori sur X˜.
The´ore`me I Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes et si KX n’est pas nef, alors :
(i) le couple (Y,NY/X) est e´gal a` (P
2,OP2(−1)
⊕2),
(ii) f contracte le diviseur exceptionnel de pi sur une courbe rationnelle lisse a`
fibre´ normal OP1(−1)
⊕3 dans une varie´te´ projective lisse Z. En particulier, f est une
contraction divisorielle.
Ces re´sultats sont accessibles en dimension 4 car les contractions de Mori sont
“bien comprises” graˆce aux re´sultats, rappele´s pre´ce´demment de T. Ando [And85] et
M. Beltrametti [Bel86] pour les contractions divisorielles.
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3.5.2 De´monstration du the´ore`me H
Nous traitons se´pare´ment les cas KX nef et KX non nef.
(i) Le cas KX non nef .
Il de´coule directement du the´ore`me F : en effet, si la contraction de Mori f est une
contraction divisorielle, le point (iii) assure que Y est une surface et que f(E) est une
courbe. Par ailleurs, le point (iv) exclut la possibilite´ que f soit une petite contraction
(car sinon dimY ≥ 3 !). Mentionnons qu’une premie`re version de ce travail [Bo95b]
excluait ce cas en utilisant le difficile the´ore`me de structure des petites contractions
de Kawamata [Kaw89]. Ceci ache`ve le cas KX non nef.
(ii) Le cas KX nef.
Dans ce cas, rappelons que la contraction de Mori se factorise par pi. Notons
g : X → Z de sorte que f = g ◦ pi.
Raisonnons alors par l’absurde en supposant que Y est une courbe. Dans ce cas,
il est clair que f(E) (e´gal a` g(Y )) est un point. En effet, dans le cas contraire, f(E)
est une courbe et l’application g est finie. Comme Z est projective, on en de´duit que
X est projective, ce que l’on a rejete´. Ainsi f(E) est un point et le diviseur E est
une varie´te´ de Fano.
Nous allons montrer que E est en fait isomorphe a` la quadrique de dimension 3, ce qui
fournira la contradiction ; une quadrique de dimension 3, dont le nombre de Picard
est 1, ne pouvant eˆtre e´gale au projectivise´ d’un fibre´ de rang 3 sur une courbe, pour
lequel le nombre de Picard est 2 !
Pour cela, remarquons que Z e´tant Q-factorielle a` singularite´s terminales, il existe un
entier m non nul tel que mKZ est de Cartier. Alors :
mKX = g
∗(mKZ).
En particulier, la restriction de KX a` Y est triviale. Il en de´coule que KY = detNY/X ,
et par conse´quent,
KE = pi
∗(KY − detNY/X) + 3OE(−1) = 3OE(−1).
On en de´duit que OE(1) est ample et que E est une varie´te´ (de dimension 3) d’indice
3 ; rappelons que l’indice d’une varie´te´ de Fano V est le plus grand entier r > 0 tel qu’il
existe un fibre´ en droites L avec −KV = rL. Or, le the´ore`me de Kobayashi-Ochiai
[KoO73] affirme qu’une varie´te´ de Fano de dimension n et d’indice n est isomorphe
a` la quadrique Qn. On en de´duit ici que E est la quadrique Q3 comme annonce´.
Dans la situation du the´ore`me H et lorsque KX est nef, nous avons vu que la
contraction de Mori f sur X˜ se factorise en une application birationnelle g : X → Z
qui contracte la surface Y . La proposition suivante pre´cise le cas ou` g(Y ) est re´duit
a` un point :
Proposition Si KX est nef et si f(E) (e´gal a` g(Y )) est un point, alors le couple
(Y,NY/X) est e´gal a` (P
2, T ∗P2), (P2,OP2(−1)⊕OP2(−2)) ou (Q2,OQ2(−1,−1)
⊕2).
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Nous ne connaissons pas d’exemples explicites ou` ces possibilite´s sont effective-
ment re´alise´es, mais nous pouvons remarquer qu’aucune n’est exclue a priori par les
re´sultats de T. Ando et M. Beltrametti.
La de´monstration de la proposition de´coule directement du the´ore`me suivant de
T. Peternell [Pet91] :
The´ore`me (T. Peternell, 1991) Soit V une varie´te´ projective de dimension n et
soit E un fibre´ vectoriel de rang n sur V de sorte que c1(E) = c1(X). Alors, le couple
(V,E) est e´gal a` (Pn,OPn(2)⊕OPn(1)
⊕n+1), (Pn, TPn) ou (Qn,OQn(1)
⊕n).
De´monstration de la proposition
La de´monstration du the´ore`me H montre que
KY = detNY/X
et que
OE(1) = OP(N∗
Y/X
)(1)
est ample, donc que N∗Y/X est aussi ample. Le re´sultat de´coule du the´ore`me de T.
Peternell applique´ au couple (Y,N∗Y/X).
3.5.3 De´monstration du the´ore`me I
Notons F la fibre ge´ne´rale de f restreinte au diviseur exceptionnel E. Comme f(E) est
une courbe, F est de dimension 2. D’apre`s le the´ore`me de T. Ando et M. Beltrametti,
F est e´gal a` P2 ou a` la quadrique Q2. De plus, il a e´te´ vu pre´ce´demment que F coupe
les fibres de pi sur des points. On en de´duit que pi|F : F → Y est une application
surjective finie. Deux cas sont a` distinguer :
- F est e´gal a` P2.
Dans ce cas, Y est aussi e´gal a` P2. En effet, un re´sultat de R. Lazarsfeld [Laz84]
affirme que si h : Pn → V est une application holomorphe surjective finie sur une
varie´te´ de dimension n, alors V est isomorphe a` Pn ; en dimension 2, on peut trouver
une de´monstration e´le´mentaire dans [BPV84].
Montrons alors que
pi|F : F ≃ P
2 → Y ≃ P2
est un isomorphisme. Pour cela, il suffit de montrer que pi|F est un isomorphisme
local, car alors pi|F est un reveˆtement donc le reveˆtement trivial. Soient donc x dans
F et L un P1 quelconque passant par pi(x). Sa pre´-image pi−1(L) est une surface
d’Hirzebruch bi-re´gle´e donc P1 × P1. L’intersection F ∩ pi−1(L) est alors une re´union
de P1 “horizontaux”. La restriction de pi au P1 horizontal passant par x est donc
un isomorphisme sur son image. Ceci e´tant vrai pour tout P1 passant par pi(x), ceci
montre bien que dpi|F (x) est surjective, donc inversible, et que pi|F est un isomorphisme
local. Ainsi,
pi|F : F ≃ P
2 → Y ≃ P2
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est un isomorphisme. On en de´duit que le fibre´ normal NY/X est scinde´ ; on de´finit
alors a et b en posant :
NY/X = OP2(a)⊕OP2(b).
Le fait que pi−1(L) ≃ P1 × P1 montre meˆme que a = b.
Comme KX n’est pas nef, KX est ne´gatif sur Y . Il vient alors :
deg(KX|Y ) = −3− 2a < 0
d’ou` a ≥ −1. L’affirmation suivante permet de conclure :
Affirmation L’entier a est strictement ne´gatif.
De´monstration
Par l’absurde, supposons que a ≥ 0. Alors, si C de´signe un P1 de Y = P2, on a :
H1(C,NC/X) = H
1(P1,OP1(1)⊕OP1(a)
⊕2) = 0,
d’ou` :
dim[C]Hilb(X) = dimH
0(P1,OP1(1)⊕OP1(a)
⊕2) = 2a+ 4.
Or,
dim[C]Hilb(Y ) = dim[P1]Hilb(P
2) = 2.
Comme a ≥ 0, on en de´duit que :
dim[C]Hilb(X) > dim[C]Hilb(Y )
si bien que C se de´forme dans X hors de Y . Ceci n’est pas possible comme nous
l’avons de´ja` rencontre´ car KX est positif sur les courbes non incluses dans Y . Ici,
KX , n’e´tant pas nef, est ne´gatif sur C. Contradiction !
Ainsi, a = −1 et f contracte E sur une courbe rationnelle lisse a` fibre´ normal
OP1(−1)
⊕3 dans la varie´te´ projective lisse Z.
- F est e´gal a` la quadrique Q2.
Nous montrons que ce cas ne peut pas arriver. En effet, Y est alors isomorphe a` P2
ou Q2. Le cas Y ≃ P
2 s’exclut exactement comme pre´ce´demment : pi|F re´alise un
isomorphisme entre la quadrique et P2 !
Si Y ≃ Q2, le raisonnement est plus simple et il est inutile de montrer que
pi|F : F ≃ Q2 → Y ≃ Q2
est un isomorphisme. Choisissons en effet un P1 dans Y , a` savoir un des ge´ne´rateurs
de H2(Q2,Z), sur lequel KX est strictement ne´gatif (il en existe car KX n’est pas
nef). Alors NY/X restreint a` P
1 est de la forme
OP1(a)⊕OP1(a)
(ceci comme pre´ce´demment car pi−1(P1) ≃ P1 × P1). La suite exacte :
0→ TP1 → TX|P1 → NP1/X → 0,
et le fait que NP1/Q2 est trivial entrainent que
deg(−KX|P1) = 2 + 2a > 0
et donc que a ≥ 0. Ceci est, comme dans le cas pre´ce´dent, absurde car ce P1 se
de´formerait alors dans X hors de Y !
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3.5.4 Quelques commentaires
Comme nous venons de le voir, la situation en dimension 4 est tre`s satisfaisante lorsque
KX n’est pas nef. Dans le cas ou` KX est nef, nous avons obtenu une restriction sur le
centre de l’e´clatement seulement lorsque le diviseur exceptionnel E est contracte´ sur
un point. Au moment ou` nous finissions la re´daction de cette the`se, nous avons appris
que M. Andreatta et J.A. Wi´sniewski terminent la re´daction d’un travail consistant
a` classifier les contractions extreˆmales divisorielles en dimension 4 sur une varie´te´
non-singulie`re, e´tendant ainsi les re´sultats de M. Beltrametti au cas ou` le diviseur est
contracte´ sur une courbe ou sur une surface. Nous sommes en mesure d’appliquer
leurs re´sultats dans notre situation pour obtenir la proposition suivante. Pre´cisons
cependant que nous n’avons pas encore une version e´crite du travail en question mais
que notre seule re´fe´rence est une se´rie de discussions informelles avec M. Andreatta,
M. Mella et J.A. Wi´sniewski.
Proposition Soit X comme dans le the´ore`me H. On suppose que KX est nef. Si f
est la contraction de Mori de´finie sur X˜, alors :
(i) le diviseur exceptionnel E est contracte´ sur une courbe ou un point. Autrement
dit, f(E) n’est pas une surface,
(ii) si f(E) est une courbe, cette dernie`re est une courbe lisse de singularite´s
nodales ordinaires 3-dimensionelles et le centre Y de l’e´clatement pi est une surface
re´gle´e dont les fibres P1 ont pour fibre´ normal OP1 ⊕ OP1(−1)
⊕2. Autrement dit, la
situation est localement le produit d’une courbe par le mode`le analogue en dimension 3.
Cette proposition termine la description des situations possibles ; cependant nous
ne connaissons pas a` l’heure actuelle d’exemple explicite ou` le point (ii) est re´alise´.
“De´monstration”
Tout d’abord, mentionnons que la contraction divisorielle que nous e´tudions est
tre`s particulie`re car nous savons a priori que le diviseur exceptionnel a une structure
de fibration en espaces projectifs sur une base lisse.
Pour le point (i), supposons par l’absurde que f(E) est une surface. Dans ce
cas, la fibre ge´ne´rale est un P1 et M. Andreatta et J.A. Wi´sniewski montrent qu’une
e´ventuelle fibre particulie`re est soit P2, soit la quadrique Q2, soit la quadrique sin-
gulie`re Q02. Dans notre situation, une e´ventuelle fibre particulie`re est donc Q2 et
l’image pi(Q2) dans Y est une courbe rationnelle C d’auto-intersection −1.
Montrons que ceci n’est pas possible, a` nouveau par un argument de de´formation. En
effet, KX est trivial sur C, donc
NC/X = OP1(−1)⊕OP1(a)⊕OP1(b)
ou` a et b sont deux entiers satisfaisant la relation a+ b = −1. De la`
dimHilb[C](X) ≥ dimH
0(C,NC/X)− dimH
1(C,NC/X) = a+ b+ 2 = 1 > 0
d’ou` l’on de´duit que C se de´forme dans X et ce hors de Y .
Pour le point (ii), nous sommes dans la situation “facile” du travail de M. An-
dreatta et J.A. Wi´sniewski car les fibres de f restreinte a` E sont e´qui-dimensionnelles.
66
Dans notre situation, la fibre ge´ne´rale est une quadrique Q2 et il n’y a pas de fibres
particulie`res : la situtation est, transversalement a` f(E), la re´solution d’une singu-
larite´ nodale 3-dimensionnelle.
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